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PREDMLUVA

»~Matematika v kostce* je prehledem zakladnich poznatk stfedoskolské matematiky.
Skol jako nepostradatelny pomocnik pfi procvi¢ovani, opakovani a prohlubovani znalosti
matematiky a pfi pfiprave na rizné typy zkousek. Publikace nezastupuje a nenahrazuje
ucebnici, nebot je koncipovana jako pracovni sesit s klicem a testy, a je urCena zejména
pro doméci samostudium.

U¢ivo v tomto prehledu je rozdéleno do deseti kapitol, které obsahové vychazeji
z ucebnic matematiky pro gymnazia a stfedni skoly. Jednotlivé poznatky jsou podle
vnéjsich hledisek shrnuty v celky tak, aby vynikly jejich typické vlastnosti. Na konci
kazdé kapitoly jsou zatazeny piiklady k procviceni uciva tematického celku a test, kterym
1ze provéfit troven matematickych znalosti a dovednosti z dané oblasti stfedoSkolské
matematiky. Na vypracovani testu je uren ¢asovy limit tficet minut. Za kazdou chybnou
odpovéd i nezodpovézenou otazku je tfeba k vyslednému Casu pfipocitat deset minut.
Hodnoceni testu je dano vyslednym casem.

Celkovy cas: Vysledek:
do tficeti minut vyborny

od tficeti do pétactyficeti minut dobry

od pétactyfticeti do padesati minut vyhovujici
nad padesat minut nevyhovujici

Pfiprava této publikace byla nédro¢né jak pro autora, tak pro cely realiza¢ni tym. Rad
bych touto cestou podékoval odpovédné a technické redaktorce, pracovnikiim DTP studia,
grafikiim a jazykové korektorce za jejich vstficnost a podporu, kterou mi poskytovali po
celou dobu pfipravnych praci na knize.VZdy se s pochopenim snazili zapracovat v§echny
pripominky, a ¢asto i velmi naro¢né tGpravy, v priibéhu redigovéni této publikace. ZvI4stni
podékovani patii ing. Miroslavu RozloZnikovi za jeho odbornou konzultaci a peclivou
kontrolu spravnosti feseni pfikladi a testi.

Autor
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1. Uvod do matematické logiky
a teorie mnozin
1.1. MATEMATICKA LOGIKA

B Matematicka logika se zabyva formalnim studiem jazyka matematiky a matematickych pracovnich postupu.
Zakladni vyznam maji v matematické logice vyroky.

Vyrokem je kazda oznamovaci véta, kterd srozumitelné sdéluje néco, co mize byt jen pravdivé (pak
pravdivostni hodnotu vyroku oznacujeme ¢islem 1 nebo pismenem p — pravda), nebo nepravdivé (pravdi-
vostni hodnota vyroku je oznacena ¢islem 0 nebo pismenem n — nepravda). %

ET Snézka je nejvyssi hora v Krkonosich. ...pravdivy vyrok...1
Mésic je cely z gumy. ...nepravdivy vyrok...0
Bude prset? ...neni vyrok (neni to oznamovaci véta)

B Jednoduché vyroky se oznacuji velkymi pismeny, napt. A, B, ... V, ...
T A: Dnes prsi. B: Venku je blato. V: Cislo 12 neni prvogislo.

Negaci vyroku A je vyrok, ktery méd opacnou pravdivostni hodnotu neZ vyrok A. Negaci vyroku A
oznacujeme A (popf. A, 1A, ~A, non A).

[ Napr. | Vyrok Negace vyroku
A: Dnes prsi. 7 A: Neni pravda, Ze dnes prsi.
B: Venku je bléto. 71 A: Dnes neprsi.

B Slozené vyroky jsou souvéti, vytvorena z jednoduchych vyroku prostfednictvim spojek (v matematice zpra-
vidla uZivame logické spojky: a; nebo; jestliZe, pak; pravé tehdy, kdyz).

Konjunkce vyroku A, B je sloZeny vyrok ve tvaru ,,A a B*, ktery se oznacuje A A B.

Alternativa (disjunkce) vyroku A, B je sloZeny vyrok ve tvaru ,,A nebo B“, ktery se oznacuje A V B.
Implikace vyroku A, B je sloZeny vyrok tvaru , Jestlize A, pak B* (z A vyplyva B), ktery se oznacuje A = B.
Ekvivalence vyroku A, B je sloZeny vyrok ve tvaru ,,A pravé tehdy, kdyz B* (A tehdy jen tehdy, kdyz B),
ktery oznaCujeme A < B.

ET@ A: Dnes prsi. B: Venku je blato.
A A B: Dnes prsi a venku je blato. A = B: Jestlize dnes prsi, pak je venku blato.
A V B: Dnes prsi nebo je venku blato. A < B: Dnes prsi, pravé kdyz je venku bléto.

B Pravdivostni hodnoty sloZenych vyrokil ukazuji defini¢ni tabulky:

A B AAB AVB A=B AsB
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1




B Poznamka: V praxi se uZivaji riizné zplsoby oznaceni a ¢teni vyroku:
Znacka Nazev nebo ¢teni
AB,...pq vyroky
A (A’;7A; ~A;non A) negace vyroku A
AANB(A&B;A-B;AetB) konjunkce vyroki (A a zarover B, A i B)
AV B (A + B; AvelB) alternativa, disjunkce (A nebo B)
A=B(A-B) implikace (z A plyne B; A implikuje B) jestliZe plati A, pak plati i B
AeB(A<B) ekvivalence (A plati tehdy a jen tehdy, kdy?Z plati B; A plati prave tehdy,
kdyzZ plati B)

B Pismena A, B atd. oznacuji libovolné vyroky — jsou to vyrokové proménné. Z vyrokovych proménnych lze
pomoci zavorek a symbold A, V, =, < podle logickych pravidel sestavovat vyrokové formule, jejichz prav-
divostni hodnoty ovéfujeme zpravidla pomoci tabulek. Vyrokova formule, kterd pfi vSech hodnotach svych
proménnych nabyva pravdivostni hodnoty pravda, se nazyva tautologie; nabyva-li vZdy hodnoty nepravda
nazyva se kontradikce.

T Ovéite, zda vyrokova formule je tautologii:
a) (A=B)A(AVB)

Reseni: Do tabulky vypiSeme postupné A, B, A z defini¢ni tabulky. Déle uréime pravdivostni hodnoty A = B.
Obdobné ur¢ime pravdivostni hodnotu A V B z defini¢ni tabulky, pak jeji negaci (A V B) a na zavér
ovéfime konjunkci (A =B) A (A V B).

A B A A=B AVB (AVB) | A=B)A(AVB)
1 1 0 1 1 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0

Zdveér: Vyrokova formule (A = B) A (A V B) neni tautologii (je kontradikci).

b) (AVB) e (A= B)
Reseni: Postupujeme obdobné: A, B, A, AV B,A = B, (A V B) & (A = B). VypiSeme do tabulky a uréime jejich
pravdivostni hodnoty.

A B A AVB A=B (AVB) s (A =B)
1 1 0 1 1 1
1 0 0 0 0 1
0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1

Zdvér: Vyrokova formule (A V B) = (A = B) je tautologii.

B Pri uréovani pravdivostnich hodnot sloZenych vyroku se Casto uZivaji tautologie zvané de Morganova pravidla:
(AVB)e (AVDB) (AVB)= (AAB)

W;AOVENT 9



BV praxi se uplatiiuji dalsi tautologie:
(AAB)e (BAA)
(AVB)= (BVA)
(ANA) = A
(AVA)= A
(A e A zdkon negace negace
(A=>B)= (AVB)

(A=B) o (B=A) ekvivalence implikace a jeji obmény
(AANBAC) = ((AAB)AC)
(AVBVC)=(AVB)VO)
(ANBVC)=((AAB)V(AAQ)
(AVBAC)=((AVB)AAV(O)

} ,komutativnost* konjunkce a alternativy

} »asociativnost” konjunkce a alternativy

} wdistributivni zdkony*

B Pomoci pravdivostnich tabulek 1ze snadno odvodit vztahy pro negovani slozenych vyrokii:

VYROK » NEGACE VYROKU
A V B (Prijde Adam, nebo BoZena.) A A B (Neprijde Adam a nepfijde BoZena.)
A = B (Jestlize pfijde Adam, pfijde BoZena.) A A B (Adam pfijde a BoZena nepfijde.)

A & B (Adam prijde pravé tehdy, kdyz prijde Bozena.) (A AB) V(A A B) (Adam pfijde a BoZena

neptijde, nebo Adam neprijde a Bozena prijde.)
A A B (Prijde Adam a BoZena.) A V B (Adam neprijde, nebo BoZena nepfijde.)
NEGACE VYROKU ¢ VYROK

1.2. KVANTIFIKOVANE VYROKY

Vyjadfovani mnoZstvi (poctu, kvanta) se nazyva kvantifikace. Slova nebo slovni spojeni, ktera vyjadfuji ddaj

0 poctu objektid se nazyvaji kvantifikatory.

Kromé ¢islovek patii mezi kvantifikatory fada slov hovorového jazyka. VSichni, kazdy, vidy, nékdy, zadny,
nic, nikdo, nijak atd. Zkusenosti matematikti ukazuji, Ze nejcastéji uzivime obecny a existencni kvantifikator.

zapamatuj si

Obecny kvantifikator V vyjadiuje, Ze kazdy uvazovany objekt (nebo Zadny) ma (nebo nema)
vlastnost, o kterou jde. UZiva se slov: kazdy, Zadny, vSichni, libovolny, kterykoliv...

Existenc¢ni kvantifikator 3 vyjadfuje, Ze nékteré (alesponi jeden) objekty maji vlastnost, o kterou jde.
Uziva se slov: alespon jeden, nékteri, 1ze nalézt, existuje ...
Vyroky obsahujici kvantifikatory nazyvame kvantifikované vyroky.

@ Zapis vyroku:  Cteme:
vneN:n > 0  Kazdé pfirozené Cislo n je vétsi nez nula.
IxeR: 2[x Existuje sudé redlné Cislo x.
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@I Priklady vyrokl s obecnym a existenénim kvantifikdtorem a s udanim poctu:
A: Kazdy ctverec je rovnobéznik.

: VSechny rovnostranné trojihelniky jsou rovnoramenné.
Z4dné prvocislo neni zéporné. V
: Nikdo neni dokonaly.
: Existuje sudé prvodislo. } 3
: Existuje ¢tyfuhelnik, ktery ma aspoti dvé strany stejné dlouhé.

: Pravé jedno prvocislo je sudé.

: Je-li ¢tyfuhelnik Ctverec nebo kosocCtverec, pak ma aspon tii strany stejné dlouhé.

: V kazdém trojuhelniku je nejvyse jeden pravy thel.

: JestliZe mad pfirozené ¢islo méné nez Ctyfi délitele, pak je to prvocislo nebo jeho druhd mocnina.

C—~EQTmmUOW

1.3. NEGOVANI KVANTIFIKOVANYCH VYROKU

zapamatuj si

PRAVIDLO PRO NEGOVANI VYROKU S KVANTIFIKATORY V, 3.

® V negovaném kvantifikovaném vyroku zaménime kvantifikdtor Vv kvantifikdtorem 3 a naopak kazdy
kvantifikator 3 kvantifikdtorem V.

@ Vyrokovou formu v negovaném kvantifikovaném vyroku nahradime jeji negaci:

VYROK » NEGACE VYROKU
Kazdy ... je ... Existuje alesponi jeden ..., ktery neni ...
Alespori jeden ... je ... Pro kazdy ... plati, Ze neni ...

NEGACE VYROKU ¢— VYROK

[ NapF. ]
a) V: Kaidy trojihelnik je pravodhly. ¢) V: Nikdo neni dokonaly.

V: Existuje (alespori jeden) trojihelnik, ktery V:  Aspoii jeden &lovek je dokonaly.

neni pravouhly. d) V: Zadné prvocislo neni ziporné.

V: Alespoii jeden trojihelnik neni pravodhly. Vi Aspoii jedno prvocislo je zaporné.
b) V: Alesporii jedno prvocislo je sudé.

V: Pro kazdé prvocislo plati, Ze neni sudé.

V:  Kazdé prvocislo je liché.

zapamatuj si

NEGOVANI DALSICH VYROKU S UDANIM POCTU:

VYROK » NEGACE VYROKU

Alesponin ... je ... NejvySe (n — 1) je ... (n=2)

Nejvysen ... je ... Alespori (n + 1) ... je ... n=1)

Pravén ... je ... Nejvyse (n — 1) ... je ... nebo
alesponi (n + 1) ... je ... n=2)

NEGACE VYROKU ¢——— VYROK

MGAOVENT 11



[ Napi. ]

a) V: Alespon dva vnitini thly trojihelnika jsou pravé. -— ¢ T»
V:  Nejvyse jeden vnitini dhel trojiihelnika je pravy. o 1 2 3 4

b)V: NejvySe dvé Cisla jsou kofenem rovnice x> — 1 = 0. <« [
VA Aspon tri ¢isla jsou kofenem rovnice x> — 1 = 0. [-) -] 5 3 4 5

oV: Pravé tri studenti jsou pilni. «— @ >
V: Nejvyse dva nebo aspon ¢tyri studenti jsou pilni. 0 1 2 3 4 5

1.4. LOGICKA VYSTAVBA MATEMATIKY

B Zikladem logické vystavby matematiky je soubor axiémd, tj. vychozich matematickych vyrokda, které se
povaZzuji za pravdivé a nedokazuji se. Pomoci téchto axiomu (postulatil) se zavadéji zdkladni matematické
pojmy. Soustava axiomu musi byt:

1. bezesporna — nelze z ni vyvodit vyrok a zdroveii jeho negaci

2.nezavisla - nelze vyvodit jeden axiém z ostatnich axiomu

3. dplna — ze soustavy axiému je mozné vyvodit pravdivost nebo nepravdivost libovolného
matematického vyroku, ktery neni aximem

B K zavedeni dalSich matematickych pojmi slouzi DEFINICE, které stanovi nazev nového pojmu a ur¢i
jeho charakteristické vlastnosti pomoci pojmu zéikladnich, popf. diive zavedenych.

[ Napr. ]
Nekonecna posloupnost je funkce definovana na mnoZiné vSech pfirozenych ¢isel. (Tato definice zavadi novy
pojem posloupnost pomoci dfive zavedeného pojmu funkce.)

B MATEMATICKA VETA je pravdivy matematicky vyrok, ktery je moZné logicky odvodit z axiémil,
definic a dfive dokazanych vét. Véty slouzi k budovani matematické teorie i k vyuZiti matematickych
poznatkil v praxi.

B Existenéni véta m4 tvar existenéniho vyroku IxeD: V(x) (Cti: ,,Existuje takové x patiici do D, Ze plati V(x).*)
(I Existuje rovnoramenny trojihelnik, ktery je rovnostranny.

Existuje zaporné realné Cislo, které je mensi nez —5.

Existuje ¢tyfuhelnik, jehoZ thlopficky jsou stejné dlouhé.

Existuje sudé prvocislo.

B Obecni véta ma tvar obecného vyroku VxeD: V(x) (Cti: ,,Pro kazdé x patiici do D plati V(x).*)
I V kazdém rovnobézniku se thlopficky navzajem pali.
V kazdém trojihelniku je nejvySe jeden thel pravy.
Z4dné prvocislo neni délitelné Styimi.
Vsechny mocniny pfirozenych Cisel jsou nezaporné.

zapamatuj si

U obecné véty tvaru implikace VxeD: A(x) = B(x) nazyvame:

A(x) ... pfedpoklad (vychodisko) véty.

B(x) ... zdvér (tvrzeni) vety.

Aby véta platila, je platnost pfedpokladu A(x) postacujici podminkou pro platnost zavéru B(x) a platnost
1 B(x) nutnou podminkou pro platnost pfedpokladu A(x) pro kazdé xD.



T Jestlize lezi dva rizné body v roviné, pak v této roving lezi i cela pfimka témito body urcena.

predpoklad véty zaveér véty

zapamatuj si

B Pro obecnou vétu tvaru implikace zavadime pojmy: obracena véta, obménéna véta, negovana véta.

Nazev Symbolicky zapis Pravdivostni hodnota

Obecna véta vxeD: A(x) = B(x)

Véta miZe, ale nemusi mit stejnou

Obricend véta VxED: B(x) = Ax) pravdivostni hodnotu jako ptivodni tvrzeni.

Véta je ekvivalentni s vétou plivodni, tzn.

Obménéna véta vxeD: B(x) = A(x) ob& maji stejnou platnost.

Negovand véta IxeD: A(x) A B(x) Veéta neguje ptivodni tvrzeni.
[ Napf. ]
a) Veta: JestliZe se uhlopiicky ctyfihelniku plli a ma aspoi tii strany stejné dlouhé, pak je to tverec

nebo kosoctverec.

Obrdcend veta:  JestliZe je Ctyfihelnik ¢tverec nebo kosoctverec, pak se jeho thlopficky puli a ma aspon tii
strany stejné dlouhé.

Obmeénend veta: Jestlize Ctyfihelnik neni Ctverec ani kosoctverec, pak se jeho thlopricky neptli nebo méa
nejvys dvé strany stejné dlouhé.

Negovand véta: Existuje Ctyfuhelnik, ktery ma aspon tii strany stejné dlouhé, jeho thlopficky se puli a neni
to ¢tverec ani kosoctverec.

b) Vera: VneN: 2|n = 2|n?
Veta obrdacend: VYneN: 2|n*= 2[n
Veta obmenénd: VneEN: 24n*= 2/n
Veta negovand: 3neN: 2[n A 24n?

B Plati-li i véta obracend, pak je miiZzeme spolecné vyjadfit jedinou obecnou vétou ve tvaru ekvivalence:
vx€D: A(x) o B(x) (Cti: ,,Pro kazdé x patfici do D plati A(x) tehdy a jen tehdy, plati-li B(x)*.)

I K funkci f existuje funkce inverzni f~! pravé tehdy, kdyZ funkce f je prosta na defini¢nim oboru D(f).

Logicky postup, kterym se ovéfuje platnost matematické véty pomoci axiémi, definic a dfive dokazanych
vét, se nazyvd DUKAZ MATEMATICKE VETY.
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zapamatuj si

Podle pouZitych postupii rozliSujeme tyto typy dikazi:
@O PRIMY DUKAZ implikace A = B se provadi pomoci fetézce pravdivych implikaci.
A=A A =>A,A=A,. A =B

T Vétu VneN: 2|n = 2|n? dokaZeme piimo takto:
VneN: 2|n = JkeEN: n = 2k = n?> = 4k? = n> = 2 2k = 2|n” c.b.d.
Pozndmka: 2|n znamend, Ze n je sudé &islo; 24n znamend, Ze n je liché Cislo.

@ NEPRIMY DUKAZ implikace A = B provadime jako primy dikaz jeji obomény B = A, nebot obé&
jsou ekvivalentni.

O Vétu VreN: 2|n? = 2|n dokdZeme pomoci pfimého dikazu jeji obmény VreN: 2/n = 2/n.
VneEN: 2/n=JFkeEN:n=2k+ 1=’ =2k + 1) ’=n’=2QK + 2+ 1=>n*=2k+ 1>
2/n2. Plati v&ta obmé&néna, tzn. plati i véta pivodni.

® DUKAZ SPOREM vyroku V (napi. A = B) se provadi tak, 7e se dany vyrok V neguje a pomoci fe-
t&zce implikaci se dospé&je k logickému sporu. Ze sporu vyplyva, Ze negované tvrzeni V neplati, musi
tedy platit pdvodni vyrok V.

I Vetu VreN: 3n = 3[n? dokaZeme sporem tak, Ze predpokladédme platnost jeji negace:
3IneN: 3jn A 3/n? a pomoci fetézce implikaci dosp&jeme k logickému sporu:
VneN: 3|n = FkeN: n = 3k = n? = 9k? = n? = 3 - 3k = 3|n’ spor se zaveérem
negované véty 3/n’. Odtud plyne, Ze negace véty neplati, tedy plati véta piivodni.

@ DUKAZ MATEMATICKOU INDUKCI pouzivime u obecnych vt typu vn,n €N, n=n:V(n).

Diikaz spociva ve dvou krocich a zavéru.

I. krok: DokaZeme, Ze tvrzeni plati pro nejmensi mozné n, tedy Ze pro n = n plati V(n).
(Je-li to moZné, volime n, = 1).

11 krok: Z prvniho kroku vyplyva, Ze existuje alespofi jedno takové n = n, Ze plati tvrzeni V(n) (in-
dukéni predpoklad). Z platnosti tvrzeni V(n) dokdZeme tvrzeni V(n + 1) tedy V(n) = V(n + 1).

Zdver: Podle prvniho kroku plati V(n,). Podle druhého kroku z platnosti V(n,) vyplyva platnost
V(n, + 1). Opét podle druhého kroku z platnosti V(n, + 1) vyplyva platnost V(n, + 2) atd.,
tedy tvrzeni V(n) plati pro viechnan > n,.

I DokaZte matematickou indukci: VREN: 31 | (5! + 6271)
I. krok: Pro n = 1 je tvrzeni spravné, nebot
ST+ 62171 =254+6=31=31[5"+6'
II. krok: Za pfedpokladu, Ze existuje n€N takové, Ze plati 31|(5"*! + 62"~') mame dokazat, Ze
plati: 31 | 5¢FD+1 4 @20+ D-1
Pak: 5"2+ 6> = 5-5"1+ 366! = 5-5"1 + 5. 67714 31-621 = 5(5""1 + 6 1) + 31-6>!
Tento vyraz je délitelny 31, nebot je souctem dvou ¢isel délitelnych 31.
Zdver: JelikoZ podle 1. kroku je dany vyraz délitelny Cislem 31 pro n = 1, je podle II. kroku délitelny
¢islem 31 pro n = 2 a opét podle II. kroku ¢islem n = 3 atd. Tedy véta plati pro kazdé ptirozené Cislo n.

B Dikaz matematickou indukci se Casto uzZiva u fad a posloupnosti.

@I  Dokajte matematickou indukei: VneN: —— + L4 _1 1

+ot =1
1-4 4.7 7-10 7 (Bn-=2)GBn+1) 3n+l
[. krok:  Pron =1 je tvrzeni spravné, nebot m = ﬁ
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II. krok: Existuje alespofi jedno n takové, Ze plati:

I S T ! __n g ,
147477710 " " Gn=2)Bn+1) 3n+1l (Napftiklad pro n = 1 z prvniho kroku)

Mame ovéfit, Ze plati:

111 1 1 _ n+l
A T T T T G ) e T Brr D213t D+ 3+ D41

Upravou levé strany dostavame:

n_, 1 __3n’+4n+1 _ Gn+D(+D _ n+l
3n+1 Bn+1)Bn+4) G@Bn+1)@Bn+4) @Bn+1)Bn+4) 3m+1)+1

Tim je druhy krok dokazan — tvrzeni plati pro n=1, podle IL. kroku pro n=2 a opét podle II. kroku pro

n=3, atd., tedy pro kazdé pfirozené ¢islo n.

Zivé PlauVeNL 11 1 __n PR
aer ! it At T 0 Tt G G ) T 3n 41 @

zajimavost

Vyskytuji se i ulohy, kdy je nejmensi mozné n > 1:
@I Dokazte matematickou indukci, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 plati: 2" > 2n + 1.
I krok: Pron = 3 plati: 2 > 2-3 + 1
II. krok: Pfedpokladame, Ze existuje n (napt. n = 3), pro které plati 2" > 2n + 1.
Mame ovéfit, Ze také plati: 2" > 2(n + 1) + 1
Dikaz: 2! =2"-2 > 2-(2n+1) > 2n+6 > 2n+3, nebot 2n+1) - 2 = 2n+2(n+1)
apron=3jen+ 1> 3atedy 2(n+1) > 6 c.b.d.
Zdveér: Uvedena véta plati.

1.5. MNOZINY

Zavedeni pojmu mnoZina

Mnozinou intuitivné rozumime soubor libovolnych, navzajem riznych objektu, které maji urcitou
vlastnost V. Mnozina je urcena, jestlize o kazdém objektu mnoZiny — prvku mnoziny — 1ze jednoznacné
rozhodnout, zda danou vlastnost V ma, nebo nema4, tj. zda do uvaZzované mnoziny patii, nebo nepatii.

zapamatuj si

B K oznacovani mnoZzin uzivame zpravidla velka pismena latinské abecedy A, B, ..., M, atd., prvky
znacime malymi pismeny a, b, ...

B Mnozina byva nejcastéji urcena jednim z téchto zplsobu:

a) Vyictem prvkii, tj. uvedenim vsech jejich prvka. To lze provést jen u mnoZin s kone¢nym
poctem prvku.

T A =1{2;3;4;5}; B ={b;c; d;e}; L = {smrk, dub, buk}
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b) Charakteristickou vilastnosti V, kterou maji jen prvky této mnoziny. Oveéfovani vlastnosti V provadime v tzv.
zdkladni mnoziné U, kterd obsahuje vSechny objekty, které nas v dané situaci zajimaji.

T A={xcU;V(x)} i A={xeN;x<6} A

B Zapis a€A cteme: a je prvkem (elementem) mnoZiny A

b&A Cteme: b neni prvkem mnoZiny A

U=N

U

O A={xeN;x<6} = 1€A, T¢A

Pozndmka:

V praxi se setkdvame Casto s ndsledujicimi Vennovymi diagramy:

U U
A

A B
@ B

b
B Graficky se mnoZziny znazoriiuji pomoci tzv. mnoZinovych
diagrami, z nichZ nejznamé&;jsi jsou tzv. Vennovy diagramy.
‘A
A

w

U U U

A

(-
>
>

Existuje pravé jedna mnozina, ktera neobsahuje zadny prvek a nazyva se prazdna mnozina;
oznacuje se O, popk. { .

Doplnék (komplement) mnoZiny A v mnoZiné B tvori v§echny prvky, O
které patii do mnoZiny B a nepatii do mnoZiny A. Znacime A’,. >

[ Napi. |
a) A
B

{1;2; 3} ,
(123405 | A= (53]

b) A = {VxeN: 4<x<7} = {5; 6} }

B = {VvxeN:x< 10} = {1;2;3;4;5;6;7; 8:9; 10} = A= 1{12,34,7:8,9; 10}
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Oznaceni a nazev

A C B Inkluze
mnoZin A, B;
(¢asti) mnoZiny B

A je podmnoZinou

Definice

A CB e (VxeU; xeA = xeB)

A je podmnozinou B, pravé kdyz
kazdy prvek mnoZiny A je zaroven
prvkem mnoZiny B.

Venniiv diagram

@)

mnoZzin A, B

A = B Rovnost

A=B«<ACBABCA
Mnoziny A a B jsou si rovny,
pravé kdyz A C B a zaroven
B C A, tzn. vSechny prvky
mnoZin A, B jsou tytéz.

mnozin A, B

A C B Ostra inkluze

ACB<(ACBAA#B)
MnoZina A je podmnoZinou
mnoZiny B. MnoZina A se nesmi
rovnat mnoziné¢ B.

&>

mnoZin A, B

A U B Sjednoceni

A UB = {xeU; xcA V x&B}
Sjednocenim mnoZin A, B je
mnoZina vsech prvku ze zakladni
mnoziny U, které patii alespori do
jedné z mnoZin A a B.

mnozin A, B

A N B Prunik

A NB = {xeU; xeA A xeB}
Prinikem mnoZin A, B je mnoZina
vSech prvku ze zdkladni mnoziny U,
které patii do A a zarovein do B.

>

mnozin A, B

Rozdil A — B, popt. A\ B

A — B ={xeU; xeA A x ¢ B}
Rozdil mnoZin A, B je mnoZina
vSech prvki ze zdkladni mnozi-
ny U, které patfi do mnoZiny A
a zéroven nepatii do mnoZiny B.

a) Inkluze

b) Rovnost

c) Sjednoceni

d) Prinik

e) Rozdil

A ={1;2;3}
B=1{1;2;3;4;5}
A=1{1;2;3}
B ={VneN:n< 4}
A=1{1;2;3}
B={3;4;5}
A =1{1;2;3}
B={3;:4;5}
A ={1;2;3}
B ={3;4;5}

A= !
kazda jinym zptisobem.)

=AUB={1;2;3;4;5}

}:AnB:m}

}¢A7B=HJ}

= A C B (Zde ostrd inkluze A C B)

U

—r

-B (MnoZiny A a B se rovnaji, jsou pouze urceny

AnB

_A-B

—9 O @
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B Pro vztahy mezi mnoZinami a mnoZinové operace plati:

A=A reflexivnost rovnosti

A=BeB=A ... ... ... symetri¢nost rovnosti
A=BAB=C=A=C................. tranzitivnost rovnosti

ACA reflexivnost inkluze
ACBABCA«A=B................. ekvivalence uZivana pfi dikazech rovnosti dvou mnoZzin
ACBABCC=ACC................. tranzitivnost inkluze

AUA=A

AUB=BUA......................... komutativnost sjednoceni

AUOd=A

AUBUC)=(AUB)UC=AUBUC.... asociativnost sjednoceni

ASCB=AUB=B

ANA=A

ANB=BnNA......................... komutativnost priniku
And =0

AnNnBNC)=ANB)NC=AnBNC.... asociativnost priniku

ACB=>ANB=A

AUBNC)=AUBNAUC
AO(BUC)=(AOB)U(AOC)}
je-iANnB = O, fikame, Ze mnoZiny A, B jsou disjunktni

........ distributivni zdkony

A-A=0
A—0O=A
d-A=0
A—-—BCA
AZB=>A-B#B—-A................. rozdil mnoZin neni komutativni

A-B=0<ACB

zavadime také symetricky rozdil mnoZin A +B=(A - B)U(B — A)
ANA=0
(AUBY =A'NB’
(AﬁB)’:A'UB’}
A-B=ANnPB

................... de Morganova pravidla

@I Pomoci Vennova diagramu ovéite, ze plati distributivni zikon AU B NC)=(AUB)N (AU C).
Reseni: Ulohy o rovnostech mnoZin Ize fesit pomoci Vennovych diagram tak, Ze zndzornime levou stranu

rovnosti a pravou stranu rovnosti pomoci Vennova diagramu a vysledky porovname.

AU(BNC) N/ (AUB)N(AUC)

Zdver: Rovnost plati!

18 WERACNVENT



B Mnorzina Cisel s urcitou vlastnosti, ve které jsou definovany bez omezeni operace s¢itani a ndsobeni, se nazy-

va Ciselny obor. Pouzivame:

obor prirozenych ¢isel (celych kladnych): N = {1;2;3;4;5; ...} 6
= (051:2:3 ) >

{...—3;—-2;—-1;0;1;2;3; ...}

N
obor nezapornych celych Cisel: N,
obor celych Cisel: y/
obor racionalnich cisel: Q
R
R
Rl

obor realnych ¢isel:

obor kladnych realnych cisel:
obor nezapornych realnych ¢isel: !
obor zapornych realnych cisel: R~
obor komplexnich ¢isel: C

B Plati inkluze: NCN CZCcQCRCC.
B Vennovy diagramy Casto uzivime k feSeni slovnich tloh.

@@ Udastnici kongresu mohou své piispévky pronést v angli¢ting, néméiné nebo francouzsting. Kazdy
ze 120 Gcastnikd kongresu ovlada alesporti dva tyto jazyky. 10 ucastnikli ovlada angli¢tinu, némcinu
i francouzstinu. Jen anglicky i némecky hovofi pravé tolik ucastniki, kolik ovlada angli¢tinu
i francouzstinu, ale neumi némecky. Némcinu i francouzstinu, ale bez anglictiny ovlada stejny pocet
ucastniki jako je téch, ktefi hovoii v§emi jazyky. Kolik ucastnikti ovlada jednotlivé jazyky?

Reseni: 1) Vyzna¢ime jednotlivé mnoZiny ve Vennové diagramu.
2) Vyznacime pocty ucastnikd, které jsou znamé (tj. kazdy ovlada alespoii dva jazyky, tedy mnoZiny ozna-
Cujici znalost jen jednoho, popt. Zadného jazyka jsou prazdné a viechny jazyky ovlada 10 Gcastnikii.)
3) Zbyvajici mnoZiny oznac¢ime pismeny (a, b, c).
4) Na zaklad€ textu zadani sestavime soustavu rovnic, kterou vyfe$ime:
(1) b=a (Jen anglicky a némecky hovofi pravé tolik ucastniki, kolik ovlada anglictinu
i francouzstinu, ale neumi némecky.)
(2) ¢ = 10 (Ném¢inu i francouzstinu, ale bez anglictiny ovlada stejny pocet ucastniki jako je téch,
kteti hovorti vS§emi jazyky.)
(3) 10 + a+ b + ¢ + = 120 (celkovy pocet ticastniki)
Odtud: 2a = 100 = a=50, b=a=50, c=10.

Zdver: Anglicky umi 110 Gcastnika. ...(@a+b+10)
Némecky hovorti 70 tcastniki. .(b+c+10)
Francouzsky se domluvi 70 tcastniki. ...(a+c+10)
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B Mnozina redlnych ¢isel, jejichZ obrazy na Ciselné ose vypliiuji jeji souvislou podmnoZinu se nazyva interval.
Druhy intervald, jejich zapisy, ndzvy i zndzornéni na ¢iselné ose uvadi tabulka:

Nazev Zapis pomoci Zapis charakteristickou Grafické
intervalu zavorek vlastnosti znazornéni
Uzavieny interval ab a<x<bh :— ——————o—
Y (ab) a b a b
Otevieny interval a;b a<x<b —g l— —o o—
v (a;b) a b a b

(a;b) a<x<b 0 D W
Polouzavieny a b a b
(polootevieny interval)

ab a<x=<b -g - °
(a;b) a a b
(a;) a<x<oo ! .
a
(a;00) a<x<oo 4 -
L. a a
Neomezeny interval
(—o0;a) —o<x<a . °
a a
(—o0;a) —o<x<a g— —0—
a a
boustranné
Oboustranné (-00;00) xeR >
neomezeny interval -0 00

B Intervaly {a;b), (a;b), {a;b), (a;b) se nazyvaji ohranicené, {a;o), (a;0), (-00;a), (-00;a), (-00;00) neohranicené.
B JelikoZ jsou intervaly vlastné mnoZiny ¢isel, 1ze s nimi provadét mnoZinové operace.

I Pomoci intervalll vypiste mnoZinu: ) A
a) A = {VxeR; x < 3} Reseni: A = (—o0; 3> 3
. —B
b) B = {VxeR; [x+2| < 1} Reseni: B =(=3; —1) 5 2 :

@I Jsou dény mnoZziny A =< —3;2) B=(-1;4> C={vx€R;x>1} Urtete AUB,ANBNC C..

B B c c
o———— o0—— o Clre o— =
+ t t t t t + + + + Q- t t 4 + + < + + +
32-101234 3-2-1012 3 4 321012 34
A .
AUB=(-3:4) APBNC=(1:2) Ci=(oorT)
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B Pomoci mnoZinovych operaci 1ze zavést geometrické obrazce, télesa atd.

™ a) AABC = ABCNn+~ACB N~ BCA

- @

o

Coviceni 1

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

Negujte vyroky:

a) A: Sviti slunce.

b) B: Kazdy zak je pilny.

¢) C: Plati pravé dvé tvrzeni.

d) D: Vsechna prvodisla jsou licha.

e) E: Existuje alespoii jeden pravoudhly rovnora-
menny trojihelnik.

b) CABCD = AABCU A ACD

\J
D
C
A B
1.6. Zakreslete Venniv diagram pro podmnoziny A,

B, C mnoZiny U a zapiste vyctem prvki A U B,
ANB,ANBNGC,A,B—A,jeli:

U= {xeN:x=10}

A={xeU: 3|x}

B = {x e U: x—2|<5}

C = {xeU: x*-5x+6=0}

1.7. Dokazte, Ze plati:
Zapiste slovy kvantifikované vyroky: a) (AUB)Y =A'NnPB’
a) VaeN:n=0 b) (ANB)Y =A"UB’
b) VheZ:2|n=2|n’ ¢c) A-B=ANP
c) dxeR:cosx=1
d)IxeC:x+1=0 1.8. Z 29 sbérateld sbira 12 odznaky, 3 jenom po-
hlednice. Té&ch, ktefi sbiraji odznaky i pohledni-
K dané vété vyslovte vétu obracenou, obméné- ce je 6. Kolik sbira odznaky, kolik pohlednice,
nou, negovanou a rozhodnéte, ktera z vét vzdy kolik jenom odznaky a kolik ani odznaky, ani
plati. pohlednice?
Veéta: Je-li trojuhelnik rovnostranny, pak je také
rovnoramenny. 1.9.  Znazornéte na Ciselné ose a je-li to mozné,
zapiste jako interval:
Vhodnym zpiisobem dokaZzte, Ze plati: a) A={VxeN:n<ls5}
a) VreN:2tn=16|(n*— 1) b) B = {VxeR: |[x—2|<3}
b) VheN:2tn*=81n ¢) {(VxeR":x=<5}
) VmeZ:2|m=2|m
Ovéfte matematickou indukci, zda plati:
a) VneN:1+3+5+...+@2n—-1)=n’
1 4 n* n(n+1)
D VREN T TSt Y )@+ ) 2n+ )
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Crest B

1.1.

1.2

1.3.

1.4.

1.5.

Negaci vyroku ,Je-li ¢islo délitelné Sesti, pak je
sudé* je vyrok:

a) ,,Cislo je délitelné Sesti, neni-li sudé.”

b) ,,Cislo neni délitelné Sesti, neni-1i sudé.*

¢) ,,Cislo neni sudé, neni-li délitelné Sesti.“

d) ,,Cislo je délitelné Sesti a neni sudé.*

e) ,,Cislo neni sudé, je-li délitelné Sesti.

Symbolicky zdpis obménéné véty k véte , Treti
mocnina libovolného pfirozeného sudého ¢isla
je Cislo sudé.” Ma tvar:

a) VvneN:2|n=2|n

b) VneEN:2|nA2 L n

¢c) IneN:2/n=2/nd
dIneN:2/nA2/in’

e) VneN:2/nP=21n

Rozhodnéte, které z danych vyrokt jsou pravdivé:

a) Kazdy rovnoramenny trojihelnik je rovno-
stranny.

b) Existuje rovnoramenny trojihelnik, ktery
neni rovnostranny.

c) Nejvyse tii prvocisla jsou jednociferna.

d) Zadné prvocislo nekon&i nulou.

e) Pro vSechna cela ¢isla x je % =1

Alternativa dvou vyrokl ma hodnotu nepravda,

jestliZe:

a) oba vyroky jsou pravdivé

b) jeden z vyroki ma opacnou pravdivostni
hodnotu nez druhy

¢) oba vyroky jsou nepravdivé

d) alespoi jeden z vyroki je nepravdivy

e) vidy

Pti diikazu sporem pouZivame vétu:
a) obracenou

b) obménénou

¢) negovanou

d) ptvodni

e) Pythagorovu
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1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

Zapiste symbolicky vétu: ,,Neni-li druhd moc-
nina libovolného pfirozeného ¢isla ¢islo sudé,
pak neni sudé ani toto pfirozené ¢islo.“ Vétu
dokaZzte.

Pro mnoZiny A, B, C plati distributivni zakon ve
tvaru:

a) AUB)NC=AUB)NC

b) AUB)NC=ANC)UBNC)

c) AUBNC)=AUB)NAUC)

d AuB)UC=ANBNC

e) AnB)uC'=(A’UB)NC

Je ddna mnoZina U = {VneN: n < 8} a mnozi-
na A = {VneN: 2|n A [n| < 5}. Doplnék A’ je:
a) {1;2;3;4; 5}

b) {1;3;5;6;7; 8}

c) {1;3;5;7; 8}

d) {1;3;5;6;7; 8}

VypiSte mnoziny U’, A, A’ vy¢tem prvki.

Ze 30 studenti fesi kazdy alespoi jednu olym-

piadu. Jen MO nefesi Zadny student. Téch, ktefi

MO i FO fesi soucasné, je dvakrat vice neZ

téch, kteri fesi jen FO. Pocet fesiteld MO je:

a) 10

b) 20

c) 30

d) nezjistitelny, nebot nejsou zadany potfebné
udaje

A je mnozina vSech sudych pfirozenych Cisel
B je mnoZina vSech pfirozenych Cisel délitel-
nych tfemi, C mnoZina vSech prirozenych ¢isel
délitelnych Sesti. Pak plati:

a) AcC

b) BCC

c) C=AUB

d CcA

e) CCB

f) C=ANnB



2. Ciselné mnoziny

Z rozséhlé teorie Cisel se zaméfime na rozsitovdni ciselnych oborii, zpisoby zdpisii Cisel a zdkladni vlastnosti
Cisel s dirazem na jejich délitelnost.

2.1. PRIROZENA CiSLA

Obor prirozenych ¢isel N obsahuje Cisla 1, 2, 3 ... Prirozend cisla udavaji pocet prvki v kone¢nych
neprazdnych mnoZinéch, popf. poradi prvki v usporadanych n-ticich. Lze je zapisovat v pozicnich Ciselnych
soustavdch (desitkové, dvojkové, Sestnactkové atd.) nebo v nepozicnich ciselnych soustavdch (napf. fimska
¢iselnd soustava). V mnoZiné N je definovino usporadani, s¢itani a nasobeni.

zapamatuj si

s 2

B Pozicni Ciselné soustavy o zakladu Z umoziuji vyjadfit ¢islo a ve tvaru:
a=a-Z"+a_-Z""+a_, 2"+ ..+a -Z'+a, Z°

1
[ ] ]?esitkové (dekadicka) pozi¢ni soustava ma Z = 10 a pouziva cifry (Cislice) 0, 1, 2, 3,4,5,6,7, 8, 9.
Cislo a vyjadfuje ve tvaru a=a_ -10"+a_ 10"+ ...+ a,- 10+ a,-10* + a,- 10" + a,- 10°
n n L. L [N . L.
tisice stovky desitky “jednotky

O (15601),, =1-10*+5-103+6-10>+0- 10"+ 1-10°

10

rozvinuty zapis ¢isla v dekadické ¢iselné soustave

poznamka

Oznaceni desitkové Ciselné soustavy se zpravidla vynechéva: (15 601) , = 15 601.

B Dvojkova (binarni) pozi¢ni soustava ma zdklad Z = 2 a pouziva cifry 0, 1.

B Sestnictkova (hexadecimalni) pozi¢ni soustava ma zaklad Z = 16 a pouZiva znaky 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,9,A,B,C,D,E,F.

zajimavost Y @_’
Vzajemné prevody Cisel z jednotlivych soustav:
29),,=1-24+1-224+1:22+0-2'+ 1-2°=(11101),

(29),,=1-16' + 13-16° = (1D),,

(5A), = 5161+ 10 169 = (90),, Stru¢né (délime Z a piSeme zbytky)

(1010), _1-2340-2241-2141-20=(11), | 29 2 29 :16
14 1 1 13(=D)
7 0o |£ 0 1 2
g ysledel @»
0 | |23 2E
: g 2
s




zapamatuj si

s vz

B Rimsk4 &iselna soustava uziva 7 znaki:

I=1,V=5X=10,L=50,C=100,D = 500, M = 1000 a ¢isla se v ni zapisuji podle téchto pravidel:

a) Cisla zapsana stejnymi znaky vedle sebe se scitaji (Napt. XX = 10 + 10 = 20).

b) Znaky I, X a C Ize zapsat nejvySe tfikrat bezprostfedné za sebou, znaky V, L a D nejvySe jednou;
znak M se miZe libovolnékrat opakovat.

¢) Je-li znak vétsiho Cisla zapsan za znakem mensSiho ¢isla, pak se od vétsiho ¢isla odecita ¢islo
mensi Napt. CMXLIV = (1000 — 100) + (50 — 10) + (5 — 1) = 994.

d) Je-li znak mensiho ¢isla zapsan za znakem vétsiho ¢isla, pak se ob¢ tato ¢isla scitaji
(Napt. MCLXI = (1000 + 100) + (50 + 10) + 1 = 1161).

€) Pruh nad znakem znamena jeho nasobeni tisicem (Napt. X = X - 1000 = 10 000).

B V praxi se setkdvdme Casto s vyjimkami (napf. IV = IIII).
O VII =8 XXXII =32 XLVII =47 MMCMLXXIX = 1979

Rik4me, Ze ¢&islo a je délitelné &islem b, pravé kdy# existuje takové prirozené Cislo k, 7e platia = b - k
(pak b je délitelem a a ¢islo a je nasobkem b). PiSeme b | a (pokud b nedé&li a piSeme bl a).

B Pouzivame tato kritéria délitelnosti: Pfirozené Cislo je délitelné:
préavé tehdy, kon¢i-li nékterou z cifer 0, 2, 4, 6, 8
(resp. 9) pravé tehdy, je-li jeho ciferny soucet délitelny 3 (resp. 9)
(resp. 20, resp. 25, resp. 50) pravé tehdy, je-li jeho posledni dvojcisli délitelné 4 (resp. 20, resp. 25, resp. 50),
préavé tehdy, kon¢i-li ¢islici O nebo 5
(resp. 40, resp. 125, resp. 200, resp. 500) pravé tehdy, je-1i jeho posledni trojcisli délitelné 8 (resp. 40,
resp. 125, resp. 200, resp. 500)
10 pravé tehdy, konci-1i nulou
11 pravé tehdy, jestlize soucet cifer lichych fadd je roven souctu cifer sudych fadd, popt. se tyto soucty 1isi
0 nasobek jedenacti

(S NNOL I S
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B Je-li pfirozené Cislo délitelné dvéma nesoudé&lnymi ¢isly a, b, pak je délitelné i jejich soucinem.
@ 3]228nebot 3| (2 + 2 + 8) 114214573 nebot4 +1+5+3=2+4+7
31228 A2]228=6]228 85168 nebot 8 | 168

Libovolné ptirozené ¢islo n > 1, které je délitelné jen 1 a sebou samym (tzv. samoziejmymi déliteli),
se nazyva prvocislo. Nejmensi prvocislo je 2, dalsi napt. 3, 5, 7, 11 ... Kazdé pfirozené ¢islo, které ma
alespori tfi ruzné délitele, se nazyva slozené cislo.

B Kazdé sloZené Cislo n > 1 1ze podle Zdkladni véty aritmetiky jednoznacné rozloZit v soucin
n=pl.pt. .. plkdep,p, .. p, jsouvzijemné riznd prvocislaal, L,... | pfirozena Cisla).
Pomoci této véty provadime rozklad sloZeného cisla na soucin prvocisel.

T 1800 = 273757 422037 =3°-7>-11-29 42750=2 37-5-19

Spolecnym délitelem pfirozenych Cisel n, n, ... n, je kazdé pfirozené Cislo, jeZ je délitelem kazdého z nich.
Nejvétsi z téchto déliteld se nazyva nejvétsi spolecny délitel Cisel n,n,,n, ... n, a oznaCuje se D(n,n,n, ... n,).

I Nejveétsi spolecny délitel Cisel se uruje pomoci prvociselného rozkladu:
a) 422037 =3%-72-11-29=3-3-3-7-7-11-29 D (1800,422037)=3-3=9
1800 = 23-32-52=2-2-2-3-3-5-5

b)210=2-3-5-7 a5
60=2-2-3-5 }D(6O’210)_2 3:3=70




B Pozndmka: Casto se uZiva k uréeni nejvétiiho spole¢ného délitele vypocetni technika, popf. se vypocet prova-
di pomoci upraveného Euklidova algoritmu.
T a) D(840; 600) = 120 b) D(55; 88) = 11
Vypocet:

1) 840—600=240 240
3) SepiSeme mensi ¢islo 240
5) Sepiseme mensi ¢islo 240
8) 240—120=120 120

2) Sepiseme mensi ¢islo
360 4)600—240=360
120 6) 360—240=120
120 7) SepiSeme mensi ¢islo

B Prirozena Cisla, kterd maji alesponi jednoho spolecného délitele d >1 se nazyvaji soudélnd c¢isla, nemaji-li
Zadného spolecného délitele d > 1, jsou to Cisla nesoudélnd.
@@ Cisla 12 a 36 jsou soudélna, 12 a 19 jsou ¢&isla nesoudélna, nebot plati:

12=2%-3

D(12,36)=2"3=12
: - = 19=19-1

} D(12,19)=1

Spolecnym nasobkem pfirozenych ¢isel n,n,,...,n, je ptirozené Cislo, které je ndsobkem kazdého z nich.
Nejmensi z téchto ndsobki se nazyva nejmensi spolecny nasobek a oznacuje se n(n,n,,...,n,).

I Nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel se ur¢i pomoci prvociselného rozkladu:

122037 =333 7 T AL 037,1800)=3-3-3 77 11292225 5 = 84407400

1800=2-2-2-3-3-5.5 ”( -1800)= N '

B Obor N je uzavieny vzhledem k operaci s¢itani a nasobeni (tzn. 1ze v ném provadét tyto operace bez omezeni
a jejich vysledkem je vzdy pfirozené ¢islo), neni uzavieny vzhledem k operacim odecitani a déleni (tzn.
vysledkem té€chto operaci nemusi byt vZdy pfirozené ¢islo).

2.2. CELA CiSLA

B V oboru prirozenych Cisel nelze urcit rozdil a — b pro ptipad, Ze a < b. Rozsitfime-li tento obor o nulu a
¢isla opacnd k ¢islim piirozenym (tj. o —1; —2; —3; ...), dostaneme obor celych ¢isel Z, ktery je uzavieny
také k operaci odec¢itani (tzn. odeéteme-li od sebe dvé libovolnd cela ¢isla, bude vysledkem vzdy celé ¢islo).
Pomoci celych &isel 1ze urdit nejen pocty prvki, ale také jejich pFirustky, dbytky apod.

B Kazdé celé Cislo a 1ze jedinym zplisobem vyjadfit ve zbytkovém tvaru: a=k-b+z kde keZ AN 0 < z <|b|.
Cislo z se nazyva zbytek pfi déleni &isla a &islem b a &islo k netiplny podil. Tento zplsob z4pisu se ¢asto pou-
Ziva napt. pfi vyjadfovani sudych a lichych ¢isel, v matematickych dtikazech a podobné.

CT Cislo a=52 dava po déleni &islem b=11 zbytek 8, nebot 52=11-4 + 8.
Cislo a= —85 dava po déleni &islem b=7 zbytek 6, nebot —85 = —13 -7 + 6.

Pro libovolnou dvojici celych Cisel a, b, kde b # 0 fikame, Ze Cislo a je délitelné Eislem b (b je délitelem a),
existuje-li takové celé k, ze plati a = b - k. Cislo a je pak ndsobkem b. Piseme bla (pokud b nedéli a piSeme
bfa). Cela &isla a, b jsou nesoudélna, jsou-li jejich spoleénymi celoCiselnymi déliteli pouze &isla 1 a —1.




T 5140 nebot 40 = (—5) - (—8) (Cisla —5 a 40 jsou soudélnd), ale —5442 (Cisla —5 a 42 jsou nesoud&Ina).

Kazdé celé ¢islo, které je délitelné dvéma, se nazyva sudé cislo. Lze ho psat ve tvaru a = 2k A k€Z. Kazdé
Cislo, které neni délitelné dvéma, se nazyva liché ¢islo a lze ho vyjadfit jako a = 2k + 1 resp. a = 2k — 1,
kde k€Z.

(T Sudé cislo: 12 =2 - 6, —14=2-(-7)
Lichécislo: 13=2-6+1, 13=2-7-1

Rozdilem celych ¢isel a, b (v tomto poradi) se nazyva Cislo d, pro které platia = b + d. PiSeme d = a — b,
kde a je mensSenec, b mensitel. Rozdil 0 — a zapisujeme (—a) a nazyvame ho cislo opacné k ¢islu a.

a» 5 - 3 = 2

- . . Cislo opoéné k2
mensenec mensitel rozdil

&
—3 2 -1 0 1 2 (3
2.3. RACIONALNI CiSLA N

islo opacéné k -3
/

B Obor racionalnich ¢isel Q je uzavieny nejen k operacim s¢itani, od¢itani a nasobeni, ale také vzhledem
k déleni ¢islem riznym od nuly.

B Raciondlni ¢isla se zapisuji pomoci zlomkii, popt. pomoci desetinnych c¢isel. UmoZiuji ur€it nejen pocty
prvkii, ale také idaje o zménach a poctech dili urcitého celku atd.

B Kazdé raciondlni ¢islo 1ze zapsat ve tvaru zlomku E kde p€Z je Citatel zlomku, g€Z A g # 0 je jmenovatel
zlomku.

B Zapis L peni jednoznacny, nebot kracenim (tj. vydélenim Citatele i jmenovatele zlomku ¢&islem ruznym od
nuly) nebo rozsiFovanim (tj. vynisobenim Citatele i jmenovatele zlomku ¢islem riznym od nuly) 1ze ziskat
nekonec¢né mnoho dalSich zapist stejného Cisla.

O a) Zlomek 35+ 155 156 kritit 5 a prevést na zakladni tvar (tj. tvar, ve kterém je Citatel

300
155 _ 155:5 _ 31
nesoudélny se jmenovatelem zlomku): 300 =300:5 = 60

b) Zlomek £ 7 po rozsifeni 5 dava: 7.5_35

9 9 5745
1,3_17,3-2_13
CE® y+7=77%72"11
B Kazdé raciondlni Cislo Ize vyjadrit ve tvaru konecného nebo nekonecného periodického rozvoje a naopak.
B JestliZze ve zlomku g, ktery je v zdkladnim tvaru, plati p = 2" 5°, kde r, sEN,, pak ho Ize vyjidfit kone¢nym

desetinnym rozvojem ve tvaru +

"‘)J’WJ’ ’(‘)22 T 10,,),1<c1enoeN0an,.eNo (i=1,2..m0<n<09

Zkracen€ tento rozvoj piSeme ve tvaru tn,nnn,...n .

desetinna Carka desetiny setiny tisiciny ...

I T
I a)4 5:4=125=1+ 5+ 150

9 _ (. 0.3 . 6

b) =755 == 0:036=— [0+ {5+ 155 + 1500

c)—%_— 42=—(4+%]
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V praxi pouZivdame (za predpokladu, Ze zlomky maji Citatele riizné od nuly):

P_r _
rovnost zlomk q-s©pPs=M [ Nap. ] % 2 nebot3-4=2-6
e . b_prk 5_52_10
rozs§ifovani zlomku qa-qk zlomek byl rozsiten k #0 EEID §_W_F
AaanT : p_p:k 16 _16:8 _2
kraceni zlomku 7 q_k(zlomek byl kracen k # 0) EEHID 40-40-8-3
pocetni operace
o tr 1,2_1+2_3
scitdni: §+§=pq [ Nap. ] §+§=%=§
b, r_pstrg 1,2_1345-2_13
g ST s CI® 5+3=53 ~15
o D_r_p-r 3. 1.3-1_2
odecditdani: 777 q [ Napr. | 5" 535 =3
pP_r_ps—rq 3 2_33-25_ 1
g 5T @ E® 5-37753 715
. .. b or_pr 3.2_32_6
ndsobeni: ¢S ¢ [ Napi. ] 57557135
i p.r_ps 3.2_3.7_21
delent: q's”aqr S 59752710
sloZeny zlomek vedlejsi zlomkova ¢ara — r gSloieny zlomek pfevefieme na
q ps  jednoduchy tak, Ze soucin vné&jsich

hlavni zlomkova ¢ara - = e <1 < Ly
rg Clenl p a s délime soucinem vnitfnich

vedlejsi zlomkova ¢ara — &entigar).

B V nekonecném periodickém desetinném rozvoji tvaru + n,n ,n,.n,...n ..., oznatujeme prvkem skupinu
cifer, kterd se opakuje a nazyvame ji periodou desetinného rozvoje. RozliSujeme cisla ryze periodickd
(Napft. 1/3=0,3333 ... =0,3) a neryze periodickd (Napt. 43/6 = 7,1666 ... = 7,16).

2.4.REALNA CiSLA

B V oboru raciondlnich ¢isel nelze provadét bez omezeni odmocnovani kladnych ¢isel. Neexistuji zlomky,
kterymi bychom zapsali délku dhlopficky ctverce jednotkové délky, hodnotu sin % atd. Proto byla zavedena
¢isla iraciondlni, kterd dopliiuji ¢isla racionalni na obor realnych cisel R.

e J/2=141421... - /3=-173205... w=31416... ¢=27718281... jsou neperiodicka &sla.

~3 0 \@.e.ﬂ N2

>
>

4 3 2 - 1 2 3 4 5

B V redlném oboru R je kazdé redlné ¢islo znazornéno na Ciselné ose pravé jednim bodem a naopak, kazdy bod
Ciselné osy je obrazem pravé jednoho realného Cisla. Vzdélenost obrazu redlného ¢isla a od pocatku ¢iselné
osy udava absolutni hodnotu realného ¢isla |a/, ktera je definovana:
proa = 0 je|a| = a, pro a < 0 je |a| = —a (Vzdy nezdporné Cislo!) @EI  |[—5| = —(=5)=5

Pro kazdé reédlné Cislo a plati: |a| = 0, |-a| = |al, la| =2 a, |a| = —a. @CEI |5|=5,|-5] =15
lal

Pro kazda dvé realna Cisla a, b: |a-b| = |a| - |b|, |a+b| < |a| + |b|, pro b#0 je ’%‘ = :bl
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B Kazdé iracionalni ¢islo je vyjadieno nekonecnym neperiodickym rozvojem. V praxi uréujeme iraciondlni
&islo pomoci jeho aproximace (Napf. 1,414 < /2 <1,415) piedpisem, ktery umozni vypsat cifru na libovol-
ném misté desetinného rozvoje (vyuziva se ve vypocetni technice), popf. pracujeme se zaokrouhlenou
hodnotou redlného ¢isla nebo s odmocninami.

Zaokrouhleni ¢isla a na jednotky daného fadu k (nebo na urcity pocet cifer) provadime takto:

a) VSechny cifry nizSich ¥4da vypustime, pouze pro |a| & (0; 10) A a € Z nahradime vypu§téné &islice maly-
mi nulami — napt. pfi k = 3 je 405327 = 405000.

b) Ostatni cifry ponechdme s pfipadnou zménou podle pravidel zaokrouhlovdni dle platné normy.

Plati: Je-li prvni z vypusSténych cifer mensi nez 5, pak posledni ponechand cifra se neméni.

(Napf. 12,623 = 12,6 ) — zaokrouhleni doli.

Je-1i prvni z vypusténych cifer vétsi nez 5, pak posledni ponechanou cifru zvétSime o 1.

(Napf. 12,683 = 12,7) — zaokrouhleni nahoru.

B Platnymi ciframi hodnoty pfiblizného Cisla pfi zaokrouhleni na jednotky fadu & jsou vSechny jeji cifry bez
nul vlevo od prvni nenulové cifry a bez pfipadnych nul fadi mensich nezZ k (znaceny malymi nulami).
@I Zaokrouhlené hodnoty 0,0405; 405; 40,5; 40500 maji tfi platné cifry 4, 0, 5.

B Pri pocitani s realnymi Cisly se v praxi uZiva také aproximace ¢isel.
[ Napi. | 3<m<4
3,1<m<3,2
3,14<m<3,15

2.5 KOMPLEXNI CiSLA
B V oboru redlnych &isel nelze uréit odmocninu ze zaporného ¢isla, neni tedy moZné feSit napt. kvadratickou

rovnici se zdpornym diskriminantem, fadu algebraickych rovnic atd. Tyto ulohy jsou fesitelné v oboru kom-
plexnich ¢isel C.

Komplexnim ¢islem a nazyvame uspotrddanou dvojici redlnych ¢isel a,, a, (zapisujeme a = (a; a,)),
kde a, je redind cdst, a, imagindrni ¢dst komplexniho ¢isla a.

B Mnozinu vSech komplexnich ¢isel 1ze vzdjemné jednoznacné zobrazit na mnoZinu bodil roviny, ve které je
zavedena kartézska soustava soufadnic. Tato rovina se nazyva rovina komplexnich ¢isel nebo Gaussova
rovina. Osa x se v Gaussové roviné nazyva osa redlnych cisel (redlnd osa), osa y je osa ryze imaginarnich
Cisel (imagindrni osa).

B Realné ¢islo je komplexni Cislo, které ma imaginarni ¢ast rovnu nule. Je-1i imagindrni ¢ast od nuly rizna,
hovofime o imaginarnim ¢isle.

B Absolutni hodnota komplexniho ¢isla a = (a; a,) vyjadiuje vzdalenost obrazu komplexniho ¢isla od pocit-
ku Gaussovy roviny. Plati: lal = /& + a;.

B Komplexni jednotka ma absolutni hodnotu |a| = 1. Obrazy komplexnich jednotek vyplni v Gaussové roviné
jednotkovou kruznici se sttedem O (0;0). Cislo (0;1) se oznaCuje i a nazyva se imagindrni jednotka.

2 2

_J2, Tz)je komplexni jednotka, nebot lal = (—@) + Q) =1

CT® a=|-"5 5
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Pro komplexni &isla a = (a; a,), b = (b;; b,) definujeme:

rovnost dvou komplexnich cisel (@;a,) =(b;b)ea =b Aa,=b,
soucet dvou komplexnich ¢isel (a;a) @ (b;b) =(a, +b;a,+b)
soucin dvou komplexnich cisel (a;a) O (b;b,)=(ab, —ab,ab,+ab)

. P a _|[ab+ab, ab—ab,
podil dvou komplexnich ¢isel b ( .

,kdeb# 0

D a=(2;3) b=(4;-5)
Soucet a®b =2+ 4;3+(—5))=(6;-2)
Rozdil a©b = (2—4;3—(=5)=(-2;8)
Sowtin  a®b = (2-4—3(=5);2(=5)+3-4)=(23;2)
. a 2:4+43-(=5). 3:4-3-(=5)\_(=7.22"
Podil p =T sy (oo )_(_1’_1»

zapamatuj si

B Zavadime tyto tvary komplexnich ¢isel:
a) defini¢ni tvar a = (a;a,)
b) algebraicky tvar a = (a;;a,) = (a;0) + (0;a,) = (a;;0) + (a,;;0) - (0;1) = a, + a,i

c) goniometricky tvar a = a, + a,i = |a| cosa + i |a| sinat = |al(cosa + i - sinat), kde ae(0°;360°)

(popt. a€(0; 27)) je argument komplexniho &isla a, pro ktery plati cos & = |Z—l| Asina = %

Vyjde-li velikost orientovaného thlu o pti pocetnich operacich s komplexnimi ¢isly vétsi nez 360°

(resp. 27), pak pracujeme pouze se zdkladni velikosti tohoto thlu.

Pro komplexni ¢isla a = a, + a,i, b = b, + b,i definujeme:

opacné ¢islo k ¢islu a —a=—a, —aji

prevracené ¢islo k &islu a % =% _: o kde a #0

¢islo komplexné sdruzené k ¢islu a a=a, —a,

soucet komplexnich ¢isel a®b=(a +b)+(a,+by)i

rozdil komplexnich cisel a©b=(a, —b)+(a,—byi

soucin komplexnich cisel a®b=(ab,—ab, + (ab, +ab)i

a_ ab + ab, | ab —ab,
b bi+b b+ b
rovnost komplexnich cisel a=be(a =b Na,=b,)

podil komplexnich cisel i,kde b #0

I Jsou déna komplexni ¢islaa =2 — i, b = 2 + i, pak
)a®b=Q2-)+Q2+i)=2-i+2+i=4
b)aCb=QL-HD—-Q2+1)=2—-i—-2—-i=-2
)adb=Q2-DR2+1)=4-2i+2i—2=4—-1?=4—-(-1)=5
d)%_z—i,z—i_4—4i+12_3—4i:3 4.

= =—=i

241 2—-1 441 5 5 5
O @=Q—-iPp=2—-4i+it=3—4i

R4\ ENT
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Pro komplexni ¢isla a = |a|(cose + 1 - sina), b = |b| (cos B + i - sin B), nEN plati:
soucin a b=la||b|[cos(a + B) + i sin(a + B)]
n-ta mocnina = |al"[cosna + i-sinna] ... Moivreova véta
podil % :Z: [Cos (a—pB)+i-sin (o — ﬁ)], kde b #0
o a=(—L;+1)=/2 (cos 7/ +isin7/)

b=-2i=2(cos3/ +i-sin37/%)
aOb=|/§-2|~[cos(3%+3%)+i-sin(3%+3%)]=2-/§(cos9%+i-sin9%)=
2/2 (cos ™/ +i-sin})

2 con (54924 s (4=94)| = L2 os (=334)  sin (=374 -
coss% +1i-sin 5%)
azz(ﬁ)z-(0052~3%+i-sin2-3%):2(cos37%+i-sinj’%)

N\— wlm

Pomoci Moivreovy véty vypoltéte @, je-lia = —1—i.
®Komplexni islo pfevedeme na goniometricky tvar:

lal= /(=) +(-1)*=/2

: aQ 1
sino=+%=——
lal
'/15 111 kvadrant=>a:%Tﬂ
4 __ 1
cosoz-la| 73
a= f(cos—-'rl smsTﬂ)

@ Mocninu uréime pomoci Moivreovy véty:

aSZE(COSS'%+iSin5‘SZ) 4f(cosz+1 sin - —) 4f(f+1£) 4+ 4i

(Ulohu Ize fesit také pouzitim vzorce (A + B)’ = A% + 5A‘B + 10A?B? + 10A?B? + 5AB* + B®

B =(—1-D)5= (1) 1+ )= —(1+ D =—(15+5-14-i+10- 13- 2+10- 12- P+5-1 i + i) =
=—(1 + 5i =10 —10i +5 +i) = —(—4—4i) = 4 + 4i

PR < . _— i=i5=i9=
Pomoci Moivreovy véty lze odvodit vztah pro mocniny i: I=P=r=...

i=1-(cos90° +i-sin90°) = i

i2=i-i=1-1-[cos(90° + 90°) +i- sin(90° + 90°)] = —1
B=i2-i=1-1-[cos(180° + 90°) + i - sin(180° + 90°)]

= —jatd. -1=i2=j¢=,,.|0 1=i‘=it=,.,

@ L i=ie=i=...

zapamatuj si

Pro nenulové komplexni ¢islo a = |a| (cosa + isina), nEN existuje

pravé

(+a),=

n riznych komplexnich ¢isel, ktera jsou jeho n-tou komplexni odmocninou:
cos( 2kﬂ)+l sm(n 2k”)] kdek=0,1,...,n—1

=n




T Urcete (/—_1 )C

1) =z = 2k (72’ 2k7m

(/T)C—zk—cos(2+ > )+1 sin >t 5

Tedy: zo—cos%+1 sm— 0+i=i }
Zl—COSST +i- sm3ﬂ 0—i=—1

| Cviceni B

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

ZapiSte v desitkové soustavé ve zkraceném
irozvinutém tvaru:

a)(568),,  b)(1101), c)(AS)

16
Pomoci fimskych cifer zapiste:
a) 2579 b) 1524 c) 4263

Vypoctéte:
a) D (15; 35)
c) D (284; 524)

b) D (150; 200)

Vypoctéte:

a)n(15; 20) b)n(8; 60) c¢)n(12;280)
Upravte na zakladni tvar, popt. vyjadiete jako

smiSené Cislo:

a) 3 b) 30
4 50
3 138

7 240

Crest B

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

Zapiste ¢islo 2979 pomoci fimskych Eislic.

Cislo je délitelné 8:

a) kon¢i-li cifrou 8

b) kondi-li cifrou 4 nebo 2

c) je-li délitelné soucasné 412

d) je-li jeho posledni trojcisli délitelné 8

Urcete nejvétsiho spole¢ného délitele a nejmen-
§i spoleény nasobek Cisel 455 a 364.

Rozsifenim zlomku ziskdme:
a) jiny tvar téhoz ¢isla

b) stejny tvar jiného Cisla

¢) vétsi zlomek

)Ak 0;1

(/-1) =+i

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.5.

2.6.

2.1.

2.8.

(Vysledkem jsou dvé opacna
komplexni ¢isla, jejichz
obrazy jsou v Gaussové roviné
c soumérné podle pocétku 0.)

Vyjadtete jako periodické ¢islo a pak zaokrou-
hlete na setiny:

a)l ¢) 120
3

b) 35
6 I

Vyjéadfete v algebraickém tvaru komplexni ¢isla:
a)a=5(cos?/ +1i-sin’})

b)b:/f(cos3%+ i~sin3%)

Prevedte na goniometrlck var komplexni ¢isla:
aa=5+51 b)b= = —g

Rozhodnéte, zda se jednd o komplexni jednotku.
Vypoctéte:

a)a®b b)a©b c)a®Ob d)%

jeliia=3+4i;b=2—i

Vypoctéte (1 + 1)° a vysledek vyjadiete v algeb-
raickém i goniometrickém tvaru.

d) mensi zlomek

e) vZdy zlomek v zakladnim tvaru.
Vyjadfete — 17 jako periodické ¢islo
a vysledek zaokrouhlete na setiny.

Zapiste v desitkové soustave (1011),

Cislo opacné k &islu 1 je: | 3
a)0,3 b) 3 -3 d-3 o7

Upravte sloZeny zlomek na zékladni tvar 14

a je-li to mozné, vyjadiete ho pomoci 51

N /h Xz 1 . &
smiseneno cisla: 357
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2.9.

Jsou ddna komplexni ¢isla a = 3+4i,

_ 3T i gin 3%
b—4,2(cos 5 +isin 3 )
Pak plati:
a)a®b=3+8,21
b)a®b=-1,2+ 0,21

2.10. Cislo(ﬁ /2

3
7?*7TJ
a) je komplexni jednotkou

b) neni komplexni jednotkou
c) je vétsi neZ komplexni jednotka

c)a©b=3+8,2i
da®©b=12,6 —16,8i
e)a®b=-16,8 — 12,61

d) m4 v goniometrickém tvaru vyjadieni
(cos37/ +isin37/)
e) Zadné odpovéd nevyhovuje

3. Mocniny, odmocniny, algebraické vyrazy,
algebraické rovnice a nerovnice

3.1. MOCNINY A ODMOCNINY

B Mocniny s prirozenym exponentem

Pro libovolné redlné ¢islo a a pro kazdé prirozené ¢islo n je definovana v mnoziné realnych Cisel
n-tA mocnina a"=a-a-a...a.
[ —
) 5 _ n-krat ) )
a je mocnénec (zaklad) mocniny, » je exponent (mocnitel), " je mocnina.

T 5%=5-5-5=125 25=2-2-2-2-2=32 m=m-m-m

B Mocniny s celo¢iselnym exponentem

Pro kazdé reélné &islo a # 0 a pro kazdé nEN definujeme: a® = 1,a "= %.
0_y a2l 1 1 g5 05 m_, o0 e
™ 10°=1 3 =3733°9 p= 5°=5-5=2¢ J2 m-s iz K J kg™ K

B Odmocniny

Ke kazdému nezépornému ¢islu a a ke kazdému pfirozenému »n existuje praveé jedno nezéporné ¢islo
x, pro néz plati x* = a. PiSeme X = v a , kde x je n-ta odmocnina z ¢isla @, a je odmocnénec (zaklad
odmocniny), 7 je odmocnitel.

2°=32-°/32=2

/ﬁf/

»

o 30 =9-°/9=3

C

poznamka

B Je-li n liché ptirozené Cislo, pak je definovana n-td odmocnina i ze zdporného
rediného cisla: "/—a =— "/lal A (a>0).



O (—2)P=-8-°/—8="/1—8Il=—2 (=2)°=-32=°/-32=-"/1-321=-2

zapamatuj si

Pravidla pro pocitani s odmocninami

n n n
Ja-"/b="/a-b proa=0Ab=0 Odmocniny se stejnymi odmocniteli nasobime tak, Ze
soucin zékladi odmocnime spole¢nym odmocnitelem.

b Vb proa=0Ab>0 Odmocniny se stejnymi odmocniteli délime tak, Ze podil
zakladi odmocnime spole¢nym odmocnitelem.

m
m
n/ =n/ . s v . 2
( a) proa=0 Odmocninu umocnime tak, Ze umocnime zaklad
a ziskanou mocninu odmocnime.

m /n mn . s ~ . s - z
/a=""Va proa=0 Odmocninu odmocnime tak, Ze jeji zaklad odmocnime
sou¢inem odmocnitelti.

n/a=kn/? proa = 0 A keN

o o) V5 /3=15 b)%Z 2=1

2
0 ¥/32="/32 o (/5) =/52="/25
. . . L n/"m__ _m/n
B Pro a > 0, m€Z, neN lIze odmocniny psit ve tvaru mocniny s racionalnim exponentem v 4 =4

/s
Papr. I 5/37 =370 b)/a:am o 5‘/%2((25>”2) =2910=9122 /3

zapamatuj si

Pravidla pro po¢itani s odmocninami
Pro kazdé realné r, s a kazdé a > 0, b > O (resp. pro kaZdé celé r, s a kazdé redlné a # 0, b # 0) plati:

a-a =a' Pfi nasobeni mocnin se stejnym zdkladem umocnime zaklad souctem exponenti.

a:a* = a*proa# 0 Mocniny se stejnym zdkladem riznym od nuly délime tak, Ze zaklad
umocnime rozdilem exponentll délence a délitele.

(a) = i i , Ze jeji zdklad umocnime souc¢inem exponentt.

(aby =a - br Soucin umocnime tak, Ze umocnime kazdého dinitele.

(ﬁ) = Z—i prob#0  Podil umocnime tak, Ze umocnime délence i délitele.

b
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T S vyuzitim pravidel pro pocitani s mocninami a odmocninami upravte:
a) 2)t=(2%? =162 =256
b) /7 < ) — 52/3. 5302 _ 521332 5506 _ (“/17i
o (V16) =416 = /(2 =4/(2%) = 2°=
)2/5\/2/5 10 _1(1 10 0=10(i/7=10

@I Odstranéni odmocnin ze jmenovatelti (usmérnovani zlomkii):
1 /2_/2
RV
5 1+/2_5+5/2
Dl Tl vy, Sl B Rl
2/2  1+/2+/3 _2/2+4+2/6 _2/2+4+2/6 _2/2+4+2/6 /2 _
VM2)-(3) 1+/2+(3) (1427 (/37 1+2/2+2-3 2/ /2~
_4+4/242/12  4+4/2+4/3
= 1 = 1 =1+/2+/3

3.2. ALGEBRAICKE VYRAZY

Algebraicky vyraz je zapis, ktery je spravné vytvoreny z matematickych operacnich znakd, éisel,
proménnych, vysledki operaci a hodnot funkci. Neobsahuje-li algebraicky vyraz odmocniny, nazyva se
raciondlni algebraicky vyraz (vyraz s odmocninami se nazyva iraciondlni).

B Casto se setkdvame s raciondlnimi celistvymi vyrazy — mnoho¢leny (polynomy):
ax"+a x'+..+ax+a,kdeneEN,a #0,a,a, ..., a,jsouredlnd Cisla, x proménna, n je stuperi
polynomu, jednotlivi s¢itanci se nazyvaji cleny polynomu.
Uspordddni mnohoclenu miiZe byt:
vzestupné: a, + ax + a2x2 + ...+ anrlx"'l +ax" O 0,5 + 2x + 8x2 + x° — 3x7 + 38
sestupné: a x" + a_x"'+ ... +ax*+ax+q, I 3x% — 3x" +x° + 8x* + 2x + 0,5

T Operace s mnohocleny ukazuji priklady:
B scitani provedeme tak, Ze seCteme koeficienty u ¢lentl se stejnymi exponenty:
AU +3x>=5x+ 3+ —2x— 1) =4+ 32+ Tx2 — 5x — 2x+ 3 -1 =4+ 10— Tx + 2
B odecitani provedeme tak, Ze odstranime zévorky (v menSiteli zménime znaménka na opacnd) a secte-
me koeficienty u ¢lent se stejnymi exponenty:
A3 +3x2=5x+3) - (x> —2x— 1) =4+ 3> = 5x+3 -7+ 2x + 1 =
=483 + 32 T —=5x+2x+3+ 1 =4 -4 - 3x+ 4
B nasobeni — ¢leny nasobime dle schématu a pak secteme:

B2 +2x—1)-BGx—3) =153+ 10> —5x—9x* —6x+ 3 =15+ — 11lx+ 3
T~ =
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B déleni

a) beze zbytku
2x* =33+ &> =3x =1 : (2 + D) =227 —3x — 1
—(2x* + 2x%)
—3x3+x2— 3x—1
— (=3 —3x)
—x* -1
—(x? -1
0

Postup:
® Délence i délitele uspofadame sestupné.

b) se zbytkem
=S+ 5x—2)1(x—4) =2 x4
x—4
)
—x* 4+5x -2
2
—x 440 Predpoklad: x # 4
x—2
—(x—4)

2 (zbytek)

@ Vydglime prvni ¢len délence prvnim ¢lenem délitele (dostaneme prvni ¢len podilu).

® Vynasobime timto ¢lenem délitele a vysledny polynom odeéteme od délence a ziskame délence pro dalsi postup.

@ Opakujeme tento postup vZdy s novym délencem tak dlouho, aZ je zbyly polynom niz§iho stupné nez délitel.
® Uvedeme ptedpoklady (délitel musi byt rizny od nuly!).

B rozklady, tj. vyjadfeni mnohoc¢lenu jako souc¢in mnohoclenti niz§iho stupné provadime ¢asto nékterymi

z téchto zpisobu:
a) vyuZitim binomickych vzorci
a*+ 2ab + b* = (a + b)?

a® + 3a’b + 3ab® + b = (a + b)*

T a) > —2x+1=Cx—-1P2=x—-—DHx—1)

b)x*—9=x>—3>=(x — 3)(\'+ 3)
) 25x2 — 16y* = (5x)2 — (4y)*> =
d)125a> — 276 = (5a)* — (3b)> = (5a)3

a*—b*=(a+ b)a—Db)
a*+ b= (a + b)a*>— ab + b?) atd.

a’— b=

5x — 4y)- (Sv+ 4y)

= (5a — 3b)(25a* + 15ab + 9b?)

b) rozkladem kvadratického trojélenu v soucin korenovych ¢initeli
Jsou-li x, x, kofeny kvadratického trojélenu ax* + bx + ¢ Aa # 0, resp. x> + px + ¢, pak plati:

ax? +1)x+( =a(x + x)(x —
CD a)x*+ 11lx+24 = (x + 8)(x + 3),
b)a?+2x—15=(x—3)(x + 5),

c)4x* +8x—21=4 (x +2x —

); resp. x? + px + q=(x—x)
nebot —11 = —8 -3
~2=+43-5

nebot

4[(x +2x) —

x—x)kde —p=x +x,ANqg=1xpx,
24 = (—-8)(-3)
—15=3-(-5)

] 4[(x +2x+1)———1]

=4[<x+1>2—24—51:4[<x+1>+%]~[<x+n—%]=4<x+%>-<x—%>=

=2(x+%)-2(x—%):(2x+7)(2x73)

R4\ ENT
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3.3. UPRAVY ALGEBRAICKYCH VYRAZU

B Pri tpravach vyrazi vyuzivime poznatkd o mocninach, odmocninach, zlomcich a mnohoc¢lenech tak, aby-
chom vyraz prevedli na co nejjednodussi tvar. Podminky, které stanovuji, kdy jsou vyrazy definovany (napf.
zéklady mocnin nezaporné, jmenovatelé zlomki a délitelé rizné od nuly atd.), jsou nutnou soucésti reSeni.

Priklad dpravy racionalniho vyrazu:
[(2x +y)Y—(y— 3x)2] “dxy = [(2x +y)+ - 3x)] . [(2x +y)—Q— 3x)] “dxy =
LT T 2 LAY T | T Y T Y
(a2 - b?) (a + b (a - D)
=[2x—3x+y+yl[2x+3x+y—yldxy = (2y — x) - 5x - dxy =
= (2y — x) - 20x%y = 40x%y? — 20x%
Jinak: | (2 + ) = (= 307 | = [422 + 4y +y2 = 0 — 62y + 90%) |- day =
Nt LR Al
(a+b)? (a—b) (a+b)? (a—b)?

= (10xy — 5x%)4xy = 40x%? — 20x% prox€R,y€R

Priklad dpravy racionalniho vyrazu:

ab+l-b—a_bla-D—-(@-1)_(b-D@@-1_a-1 Vyraz ma smysl (zlomek je definovan) pro
btc—be—1 " b-l-c(b-1) (b-DU-0c) 1-¢ ya54¢ relné &islo a, b, ¢, kde b # 1, ¢ # 1.

Priklady liprav iracionalniho lomeného vyrazu:

TS 9 S Y S - E
2y 2, X+
a) /x x/y = f+[ Sxt+ )y = ( /;) =/xy prox>0ay>0
2xy 2xy 2xy N 2xy 2xy ( Jx+ [y )
st/ /5 Jx(Vx+/y) Sy (Vx+/y) 5+ D) 55
b) x° 1 f [ f f _x—=y2 prox>0,y>0ax#y
Ay T w fy Sy xX—=y
5/?' V3. [T #5312 o ~ y 12 ¥
) x3/z).)4 = _ x3g.y73/4 e SN L TR AN \‘//Tj prox>0,y>0

Priklady diprav vyrazi se sloZenymi zlomky:

l+a _ l-a (I+a)(—a+dd)—U—-a)(+a+d>
l+a+d l-a+d _ (+a+a)(I-a+a) _
"i-a_, It (—a(tatd+(ta(-atad)
l—a+a” l+a+a (I-a+ad) (1+a+a)

l—a+d+a—-d+a—(l+a+d—a—d — a3)_2_a3_u3
l+a+d—a-d - +l-a+d+a —d+da 2 pro a€R

x/x+y/y iy x/x+y/y—x/y—y/x
by LSy Sl i+ /y L2
x—y Jx+ /[y x=y Jx+/y
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X(f—ﬁ)—y(ﬁ—f) 2y (x=/y)a— »o2fy _Sx-fyrafy
(Vx+/y)x—y) Ty (/x+/y) x—y) Tae T )y

xSy
/7+‘/7 prox >0,y >0,x #y

_a’+2d’—a-2
(@+3a+2)la—1l

Priklad viprav vyrazu s absolutni hodnotou:  Upravte vyraz A =
® Stanovime podminky pro proménnou a, aby mél dany vyraz smysl. Jmenovatel zlomku musi byt rtizny od
nuly, tedy (@ +3a+2#0Aa—1#0)=a#-2Na#—-1Na+#1

P+2d—a—2 _ da+)—(a+2) _  (a+2)@-1)
(@+3a+2)la—11" @+2)a+Dla—1" (@a+2)@+Dla—11"

_(a-D(a+D) 41

@+ Dla=1"la—1l

@ Vyraz upravime: A =

® Na zdklad€ definice absolutni hodnoty budeme fesit tlohu pro:

a—1>0=>|a—1|=a—1aplati:A=Z:1

= 1proac (1; )
-1
—( -

@ Zavér: A= —-1proac(-0; =2)U(—2; -1)U(-1;1)
A=1proac(l;x)

a—1<0=la—1=—-a+1laplati: A=———<=—1 proa€ (— o0; —2) U (=2; —1) U (—1;1)

3.4. ROVNICE A JEJICH RESENI

Necht fa g jsou funkce proménné x definované na mnoZiné D C R. Uloha: Urdete vSechna x € D, pro kterd
plati fix) = g(x), se nazyva rovnice o jedné neznamé x.

B MnoZina D se nazyva defini¢ni obor rovnice, f(x) je levd strana rovnice, g(x) pravd strana. ReSenim rovnice
(kofenem) je Cislo x, které po dosazeni za x pfevede rovnici na pravdivou rovnost f(x,) = g(x,).

B Resit rovnici znamena uréit mnoZzinu kotenti rovnice K C D. Postupujeme zpravidla tak, Ze provadime tipra-
vy, ¢imz ziskdme posloupnost rovnic, az dojdeme k rovnici, jejiZ kofeny umime urcit. Provadime-li pouze
ekvivalentni dpravy (tj. ziménu stran rovnice, pfic¢teni funkce definované v D k obéma stranam rovnice,
nasobeni obou stran rovnice nenulovym ¢islem), pak ma plivodni i nové rovnice stejny obor pravdivosti
a zkouska neni nutnou soucasti feSeni. Pfi pouZziti diisledkovych iprav, které nejsou ekvivalentni (napf. umoc-
néni, odmocnéni rovnice) je nutné provést zkousku (dosazenim x zvlast do levé strany rovnice a zvlast do
pravé strany rovnice a porovnanim vysledki).

B Pfi grafickém reSeni rovnice f(x) = g(x) sestrojime grafy funkci f'a g. Hledana feSeni jsou ur¢ena soufadni-

cemi prusecika téchto grafi. (UZivame zejména tehdy, staci-li urcit pribliznou hodnotu kofent, popf. jejich
pocet.)
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3.5. LINEARNI ROVNICE

b

jeden kofen x = — ok

Linearni rovnice o jedné neznamé x € R 1ze psat ve tvaru ax + b = 0, kde a € R, b € R, a # 0. Ma pravé

zapamatu;j si

B Obecné mé rovnice ax + b = 0, kde a € R, b € R tyto kofeny:

® proa+#0

__b
,X—*E

(rovnice ma prave jedno feSeni)

K = {-bla}

@proa=0Ab=0
x=tkdereR
kofenem je kazdé redlné cislo
(rovnice ma oo feSeni)
K=R

Oproa=0Ab#0

X neexistuje

mnoZina kotfentl je @
(rovnice nema feSeni)
K=o

B Graficky ur¢ime koteny linearni rovnice jako priseciky pfimky f: y = ax + b s grafem funkce g: y = 0

(osa x).
® proa+#0

YA K={-b/a}
f: y=ax+b

-b/a

9. y=0 (osé\ X)

@proa=0Ab=0

Oproa=0Ab#0

O Reste vR pocetné i graficky rovnici 2x —1=0.

a) numericky

2x—1=01 +1
2 =11:2
@ L(%):Z%—l:()
g
-l

38 WGRAGNVENT

y K=R y K=o
f: y=b
%)
f: y:O x=t
g y=0(osax) x g y=0(osax) X
b k;
) grafic yf\
N/
YA 2x —1 =0
44+ fy=2x—-1 gy=0
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3.6 KVADRATICKA ROVNICE

realna &isla, a # 0. ax? je kvadraticky ¢len, bx linedrni ¢len, ¢ absolutni ¢len kvadratické rovnice.

Kvadratickou rovnici o jedné neznimé x € C (x € R) lze psat ve tvaru ax® + bx + ¢ = 0, kde g, b, ¢ jsou

T Rovnice ax? + ¢ = 0, a # 0 se nazyva ryze kvadraticka a fesi se rozkladem:

a) 4x*—-9=0 b) 4x2+9 =0 nema feSeni v R, je feSitelna v C
2x—=3)2x+3)=0 2x=3D2x+3i)=0
x =312 x,=-3/2 x, =3i2  x,=-3i2
K = {—3/2; 3/2} K = {—3i/2; 3i/2}
@I Rovnice ax’ + bx = 0, a # 0 se nazyva kvadraticka rovnice bez absolutniho ¢lenu. Reii se vytykanim:
a)5x>—4x=0 b) 2x*+3x=0
x(5x—=4)=0 x2x+3)=0
x,=0 x,=4/5 x,=0 x,=-3/2
K = {0; 4/5} K = {-3/2; 0}

@I Rovnice ax’ + bx + ¢ = 0, a # 0 je Gplna kvadraticka rovnice, jejiZ poCet feSeni udava diskriminant

D = b*> — 4ac.

@ Pro D > 0 m4 dva riizné redlné kofeny X, = #

o -3x—-10=0

3+/3°—4-1-(=10) _3+/49 >
=2 .

Xio=

2-1
K = {-2;5}
. . __0b
@ Pro D = 0 mé jeden dvojnasobny redlny kofen ¥ =—"7,

T - 2x+1=0
2+/4-4 2+/0

K={1}

—b+i/
® Pro D < 0 ma dva komplexné& sdruZené kofeny (nema realné kofeny)xi,2 = %IDI

T ¥ —2x+5=0
_+2J_r,/4—20_21i./|—16|< b+ 2i
N e —)

1—2i

X2

K = {1 —=2i; 1 + 2i}

R4\ ENT
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B Graficky jsou kofeny kvadratické rovnice ur€eny priseciky grafu kvadratické funkce f- y = ax* + bx + ¢ (parabo-
la) s grafem funkce konstantni g: y = 0 (osa x):

G>O a>u
Vi D=0y, D<0] yu
a>0 f f
D>0
X; X, X=X, g g
X=X, X X
f f f
a<0
D=0 neexistujici a<0
redainé praseciky D<0
B Poznamky:
® Rovnici ax? + bx + ¢ = 0, kde a # 0 1ze vydélit a a pfevést na normovany tvar x> + px + g = 0, pfi-
¢emz pro jeji kofeny x, x, plati: x, + x, = =p Ax, - x, = ¢q.
) . . . oy i . _—b+/D
@ Také ryze kvadratickou rovnici i rovnici bez absolutniho ¢lenu lze fesit pomoci vztahu x; , = 24
b, |(bY
—-5* [|F] —ac
e/ 3=/(3)
® Je-li sudé b, 1ze vztah x, , = W upravit na x, , = + .

I Rovnici x2 + 4x — 12 = 0, kterd je v normovaném tvaru, lze feSit i
a)rozkladem: (x — 2)(x + 6) =0=x, =2 Ax,= —6 K = {—6;2}

—2+ /27 —1-(-12 —6
b) vztahem pro sudé b: x, , = i =12, +/4+12 :< K = {—6;2}
2

3.7. ROVNICE S NEZNAMOU V ODMOCNENCI

B Rovnice s neznamou v odmocnénci obsahuji odmocniny z vyrazi s neznamou. Odmocniny odstrafiujeme
neekvivalentni tipravou (umocnénim), proto je zkouska nezbytnou soucdsti feSeni téchto rovnic. Reseni typo-
vych tloh ukazuje priklad:

T Reste vR:
a) /m —h4=0 osamostatnime odmocninu na jedné stran€ rovnice
Jx=3=4/ ... umocnime ob€ strany rovnice (neekvivalentni Gprava)
x=3=16 ............... ... dofes$ime rovnici
x=19 ... provedeme zkousku a zapiSeme vysledek

@) 1(19)=/19-3-4=/16—4=0
- K = {19}
p(19) =0
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b)/x+5-/x2—-7=0
Jx+5=/x2=-77

x+5=x2-7
x2—x—12=0 @

1+/1+48 , 4

B2 =T TN

2+/x=T1=/x+9 /
444/x—T+x—-T=x+9

4/x—-7=12
Jx—=7=3 1

x—7=9

x=16

d3/6+°/x—2=2 /2
6+/x—2=8
x—2=27

K ={10}

3.8. RESENi ROVNIC S ABSOLUTNi HODNOTO
B Pfi feseni rovnic s absolutni hodnotou vychazime z

T RestevR: |x+ 1|+ |x — 3] —2x =3

rozloZime ,,symetricky* odmocniny a dale
postupujeme analogicky jako v pfipadé¢ a)

}z

1W)=/4+5-/16-7=/9-/9=0

p(4) =0
M—&:/—3+5—/9—7=/z—/§=0}=
p(=3) =0

rovnici umocnime (levou stranu jako dvojclen!)
osamostatnime odmocninu a pokracujeme vyse
uvedenym zpisobem

1(16)=2+/16-7=2+/9=5| _
p(16)=/16+9=/25 =5

rovnici umocnime

opét umocnime a upravime

110)="/6+10-2="/6+2="/8=2 _
p(10) =2
U

definice absolutni hodnoty. Reseni ukazuje piiklad.

poceiné: © Anulovanim vyrazi v absolutnich hodnotach dostaneme , kritické body*, pomoci kterych rozdélime

¢iselnou osu na jednotlivé intervaly.

x+1=0=P =—-1 x—3=0=P,=3 x=0=P, =0
P =—1 P, =0 P, =3
I =(~o0; —1) L=(-1;0) L =(0;3) I,=(3; )
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@Na zékladé definice absolutni hodnoty odstranime absolutni hodnoty v jednotlivych intervalech a
rovnice vyfesime.

I = (—oc; —1): —x—1-x+3+2x=3=-1=0=spor=K =02
L= (~1;0): x4+ 1-x+3+2x=352r=-1=K, = (-1/2}
I =(0:3): x4+ 1-x+3-2x=35-2r=—1=K, = (1/2)
I, = (3;00): x+1+x-3-2x=3=0=6=spor=K, =0

® Jednotliva feseni sjednotime a dostaneme vysledek: K = K UK UK, UK, = {—1/2;1/2}.

gr(/ﬁ('k_y; [x +1+1x —3l=2lx|= i
69) gx)

W)

y
4

/3

Cr421  B1:212

g

w
N
ot
O
~
ot
e
>

4 3 2 -1@0

DI3:-2] E[5:-2]

® Sestrojime graf funkce f(x) = |x + 1] + |x — 3| —2x|:
a) Pomoci kritickych bodia P, P,
uréime body B[P, f(P)] = [~ 1;2], DIP,; f(P))] = [3; =21, CIP,; f(P,)] = [0:4].
b) V krajnich intervalech I, a I, zvolime body napi. P, =4 €l aP, =5€],
aur¢ime A[P,; f(P)] = [—4;2], E[P,; f(P)] = [5; —2].
c) Graf dostaneme spojenim bodu A, B, C, D, E (viz obr.).
@ Sestrojime graf funkce g(x) = 3.
® Urcime praseciky téchto grafti (pokud existuji). V piipadé, Ze pruseciky neexistuji, je feSenim prazdna
mnoZina. Kofeny rovnice jsou ureny x-ovymi soufadnicemi praseciki grafti: K = {-1/2; 1/2}.

3.9. SOUSTAVA ROVNIC

B Nékolik rovnic o dvou a vice nezndmych, které maji byt splnény soucasné, tvoii soustavu rovnic. ReSenim
soustavy rovnic je prunik feSeni jednotlivych rovnic. Soustavu fe§ime metodou scitaci nebo dosazovaci, popft.
dalSimi postupy (napf. pomoci maticového poctu atd.).
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I V R x R lze fesit soustavu rovnicx + y = -3 Ay —2x =6
a) metodou dosazovaci (substitucni)
Mx+y=-—3 dosadime za 'y

(2)y—2x=65y=Cx 1 6(2)

1) x+2x+6=-3
3x=—9 /:3

x==3
(2)y=2(-3)+6
y=0

dosadime za x

b) metodou scitact (eliminacni)

1) x+y=-3/-2
2)—2x+y=6 /(=1)
(1) 2x+2y=-6
2)-2x+y =6

Ox+3y=0=y=0
1) x+ y=-3

jednu neznamou

....... vylouceni x

2" 2x— y=6
3x+0y=—9=x=-3 .. . .. vyloudeni y
K = {[-3;0]}

@) 1([-3:0])==3+0=-3
P1<_3§0])=_3
L([-3;0])=0-2(=3)=6
172(_3§0])=6

K ={[-3;0]}

....... rovnice vhodné upravime a secteme tak, abychom vyloucili

@ viz a)

B Pozndmka: Geometricky se jedna o urceni soufadnic priseciku piimek v 0xy.

@™ Reste v R x R soustavu rovnic%+%:5/\%+%:13.
X y

l,,:uAl,:\'.Pak
X y

(1) u4+v=5-u=5-—v=>ut=25-10v+v
Q) +v =13

K feSeni uZijeme substituci

Dosazenim u?> do druhé rovnice dostaneme:

@G = +1P=13=25-10v+ v+ - 13=0=21 - 10v+ 12=0

Odtud: V1=3=>x1=%au1=2:y1=%

v2:2=>x2:%au2:3=>y2:%
Zaver: K=K, UK, = {[1/3;1/2];[1/2;1/3]}

tedy K, = {[1/3;1/2]}
tedy K, = {[1/2;1/3]}

3.10. ROVNICE S PARAMETREM

B Rovnice s parametrem obsahuje kromé neznamych dal$i proménné, kterym se fikd parametry. Je to zapis
mnoZiny viech rovnic, které bychom ziskali dosazenim vech hodnot, jichZ mohou parametry nabyvat. Rege-
ni rovnic s parametry spocivd v urceni jejich kofenti v zavislosti na pfipustnych hodnotach parametra.

Pfi feSeni linedrni rovnice s parametrem rovnici postupné upravujeme v zavislosti na hodnotach parametru.

Vysledek shrneme do tabulky.
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parametr FeSeni

- p=0 K =
I Reste v R, kde p € R je parametr: Zdveér: 1 Kl
]’) = — 2=
px—1=px+p p=1 K, =
pPx—px=p+1 P 1 l
pp+Dp—x=p+1 pER—{-10:1} 4*{;7(17—1)1
p=0 p # 0, pak celou rovnici vydélime p a dostaneme:
— +1
Ox =1 P+D(p-Dax=E7
KI —° /\
p=-1 p # —1, celou rovnici vydélime (p + 1)
Ox=20 1
K, =R (p—l)x=5
p=1 — T~ p# 1, celou rovnici vydélime (p — 1)
Ox= e p(pl—l)
K,=2

“={7a-vl

B U kvadratické rovnice s parametrem zjiStujeme, pro které hodnoty parametru se redukuje rovnice na line-

arni a dale pomoci diskriminantu D diskutujeme pocet kofent pro ty hodnoty parametru, pro néZ je rovnice
kvadraticka.

@ Reste v R, kde p € R je parametr: (p + 5)x*> — 2px + (p — 1) = 0.
® prop + 5 =0, tedy p = —5 je rovnice linearni: 10x — 6 = 0 = x = 3/5
@prop#—5jeD=4p> = 4(p + 5)p — 1) =20 — 16p = 4(5 — 4p)

> 0 ... 2 redlné rizné koreny

44

Plati:  4(5 — 4p) = 0 ... jeden redlny (dvojnasobny kofen)
<0 ... 2 komplexné sdruzené koreny
$J
—00 -5 5/4 +00
2redlnélkofeny l 2 imagindrni koFeny (komplexné sdruzené)
linedrni rovnice 1 dvojndsobny rediny kofen
rer
p=-5 linearni rovnice K, = {3/5}
p=5/4 jeden dvojndsobny koten K, = {1/5}
2p+ /20-16
p € (—oo; =5) U (—=5;5/4) dva redlné razné kofeny K3 = et e
2p+10
2p+i/[20—-16
p € (5/4; o) dva imaginérni koreny Ks = {%}




3.11. ALGEBRAICKE ROVNICE VYSSiCH STUPNU

B Na stfedni Skole se fesi zpravidla algebraické rovnice vysSich stupiili, které 1ze prevést na soucinovy tvar a
rovnice binomické, popt. rovnice reciproké. Postupy feseni téchto rovnic ukazuji nasledujici priklady.

T Reste v C rovnici pfevedenim na soucinovy tvar:

Reseniza)x* — 16 =0 ... rovnice je ekvivalentni s rovnici (x?)? — 42 =0
=4+ 4) = . Uprava pomoci vzorce a> — b* = (a — b)(a + b)
x=2)(x + 2)(x — 21)(x + 2i) = 0 uprava pomoci vzorct a*> — b*> = (a — b)(a + b) a
v/ | | \ a’> + b* = (a — bi)(a + bi)
x,=2 x,=-2 x,=2i x,=—2i...kofeny rovnice ziskdme anulovdnim zavorek

(soucin je nulovy, je-li nulovy alespoii jeden Cinitel soucinu)
K = {-2;2; —2i; 2i}

b)xX*+2x24+9x+18=0 ... Tovnici upravime pomoci vytykani
Xx+2)+9x+2)=0 ... opét vytkneme (x + 2)
R+ +2)=0 ... uzitim vztahu a® + b* = (a + bi)(a — bi)
pfevedeme na soucinovy tvar
x+3D)x—=3)x+2)=0 ... koteny rovnice ziskdme anulovanim zavorek
/ | N\
x,=-3i x,=3i x,=-2
K = {—2; £3i}

CI Reste v C binomickou rovniciax® +b=0Aa, bECAa#0,nEN.
Reseni:ax" +b=0=x"=— 7> x" = m rovnici upravime na vhodny tvar a komplexni &islo m na pravé strané
vyjadiime v goniometrickém tvaru:

= |m|[cos(e + k- 360°) + isin(a + k- 360°)] ...odmocnénim ziskame obecné reseni

n 360° , - . )
x="/Iml [COS QK 360" 1 jsin wj Nk= - (n=1)"__ konkrétni kofeny dostaneme

n

n .. d ., k
k=0=x= '/Iml(cos%-i—zsm%) osazenim
k=1ox=" |m|(cos%360°+isina+n360°)

k=2=>xz:n./|m|:(cosa+2n'3600+isina+2n'3600)atd.

B Pozndmka: Casto lze fesit binomickou rovnici pfevedenim na sou¢inovy tvar (viz predchozi priklad).
Konkrétni postupy ukazuji nasledujici priklady:

@I a) Reste v C prevedenim na soucinovy tvar:
¥=—8=0@x—2)x*+2x+4) =
' N

x, =2 xn=—1t/1-4=-1+i/3
K={2-1+i/3;-1-i/3}
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b) Reste v C pomoci komplexnich isel:
X —=8=0ex*=8«ex*=8|[cos(0° + k-360°) + isin(0° + k- 360°)]
Obecné feSeni: X = /8 (cos k- 260 +isin k- 3;’() ) ANk=0;1;2

kofeny rovnice: k= 0= x, = 2(cos0° + isin0°) = 2
k=1=x, = 2(cos 120° + isin 120°) = — 1 +i//3
k= 2=x, = 2(cos 240° + isin 240°) = —1—i/3
K={2;—1+i/3-1-i/3}

¢) Urcete obecné fesSeni rovnice v C:
X—l+i=0ex’=1—iex’=/2[cos(315°+k-360°) +isin(315°+ k-360°)] A k = 0,1,2,3,4
Obecné feseni: Xy = H)ﬁ (COS 315° +gk -360° +isin 315° +Sk -360° ) ANk=0;1; 2 3:4

d) Reste v C a kofeny rovnice znazornéte v Gaussové roviné komplexnich Cisel:
X +8=0ex=—-8x®=|—8|[cos(180° + k- 360°) + isin(180° + k- 360°)]
Obecné feseni: X = /1—8l (cosw +1isin M) ANk=0;1;2
Kofeny rovnice: k= 0= x, = 2(cos 60° + isin 60°) = 1+ /3
k=1=x =2[cos(60° + 1-120°) + isin(60° + 1-120°)] = -2
k=2=x,=2[cos(60° + 2 - 120°) + isin(60° + 2 -120°)] = 1 — i/3
K={-21+i/31-i/3}

B Pozndmka:
Geometricky se jednd o ,,déleni kruZnice*
na n stejné dlouhych obloukt
(konstrukce pravidelného n-uhelniku).

@I Reite v C reciprokou rovnici.
Reseni: a) Reciprokou rovnici sudého stupné feSime pomoci substituce.

6xt — 5x* —38x>—5x+ 6 =0 ... rovnici vyd€lime vyrazem 22 spojime prvni ¢len
s poslednim, druhy s pfedposlednim atd.
1 1 ) )
6("2 + ?> =5 (x + y) —38=0 zavedeme substituci x + % =y=x'+ L =y -2
; X
60*—2)—5y—38=0 ... rovnici upravime a ur¢ime y, a y,
y, =10
=3

6y2 — 5y — 50 = ()< .. dopocitdme x ndvratem do substituce

Y=

_5
2
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1_10 =3 . o ,
OxX+ty=3= 3 —10x +3= N1 ... kofeny reciproké rovnice jsou navzdjem prevracend
73 (reciproka) &isla
1 5 rB==
) X+Y:_§=>2x2+sx+220\x 1 ... zapiSeme vysledek
4=—5
2
114l
K = 1 Z, 2. 3. 3J

b) Reciprokou rovnici lichého stupné prevedeme na feSeni rovnice sudého stupné:

6x° +x* —43x° —43x2+x+6=0 ... vhodn€ spojime ¢leny a vytkneme
6+ D+x(x*+1)—432(x+1)=0 ... vytkneme (x + 1) pfed zavorku
@+ D6 —x+x*—x+ 1) +x(x>—x+ 1) — 432l =0 ... odtud dostaneme kofen x, = 1
! N a zaroven reciprokou rovnici sudého
x,=-1 6xt —5x3—38x2—5x+6=0 stupng, kterou feime vyse
oA 1151 uvedenym zplisobem
K_l 2;—1; 2'3"3J

3.12. NEROVNICE

Jsou-li f, g funkce proménné x definované na mnoziné D C R, pak dloha: najdéte vSechna x € D, ktera po

dosazeni do jednoho ze vztahu f{x) > g(x), fix) < g(x), fix) = g(x), f(x) < g(x) daji pravdivou nerovnost, je
nerovnice s neznamou Xx.

zapamatuj si

Pfi feSeni nerovnic lze uZit tyto ekvivalentni tpravy:

1) Zaména stran nerovnice se soucasnou zmeénou znaku nerovnice:
f(x) < g(x) = g(x) > fix).

2) Pricteni konstanty nebo funkce h(x) definované v D k obéma strandm nerovnice:
f(x) < g(x) & fix) + h(x) < g(x) + h(x).

3) Nasobeni nenulovou konstantou nebo funkci A(x) definovanou v D:
a) h(x) > Oprox €D: fix) < g(x) & fix) - h(x) < g(x) - h(x),
b) h(x) < 0 prox € D: fix) < g(x) & fix) - h(x) > g(x) - h(x).

4) Umocnéni pro ptfipad nezapornych stran nerovnice:
0=<fix) < g(x)=f(x) < g'(x), neN.

5) Odmocnéni pro piipad nezdpornych stran nerovnice:

0< f)<g)="/f(x)<"/gx),nEN.
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B PouZijeme-li pfi feSeni nerovnic jen ekvivalentni Gipravy, neni tfeba provadét zkousku (jinak 1ze zkouSku
provést napt. obracenim postupu feseni).
B Konkrétni zpsoby feSeni nerovnic ukazuji priklady:

I Reste v N linearni nerovnici 3x + 1 < 2(x — 2) + 10.

Reseni:3x+1<2(x—2)+ 10 ... vyraz 2(x — 2) upravime roznasobenim

3x+1<2x—4+10 ... pfevedeme x na jednu stranu nerovnice, zbytek na druhou stranu nerovnice
3x—2x<—-4+10-1
x<5 ... zapiSeme vysledek (v N)
K = {1;2;3;4}
O Reste v R nerovnici g — P =1 pievedenim na podilovy tvar.
Resent: g -1 <y ... nerovnici anulujeme (nelze nésobit vyrazem 2 — x, nebot nevime, zda je
- kladny ¢&i zaporny)
H -1=0 ... pfevedeme na podilovy tvar: vyraz 2 — x musi byt rizny od nuly, aby byl

zlomek definovan*®)
2—x -

0 EE2 <00 [(2r-3)<S0A Q=0 >01VI(2x=3)20A (2 - 0 <0]

4/\

Z prvni zavorky vyplyva: Z druhé zavorky plyne:
2x—3<0=x<3/2 2x—3=20=x=23/2
2—x>0$—x>—2=>x<+2}K1_(_00’3/2> 2-x<0=x>2 }KZ‘(Z’“>

K=K, UK, = (—o0; 3/2) U (2; o0)
POZOR! Cislo 2 nerovnici nevyhovuje (zlomek by nebyl definovén).

2x —3 <
B Pozndmka: Postup feSeni nerovnice *) 2 — x — 0 1ze zjednodusit:

nulové body x = 3/2 ax = 2 vyrazii 2x — 3 a 2 — x rozd&li R na intervaly (—o0;3/2);(3/2;2) a (2;00).
Ur¢ime znaménka vyrazl v jednotlivych intervalech, z nich znaménko podilu a vysledek:

— oo 3/2 2 o
O ® O
(—o0; 3/2) (3/2;2) (2; )
2x—3 - + +
2—x + + -

K = (—0033/2) U (2;00)
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ResSent:

Reseni:

Reste v R nerovnici x* — 4x + x> — 4 > 0 prevedenim na soucinovy tvar.

B —dx+x*=4>0 ...vyraz na levé stran€ nerovnice upravime pomoci vytykani

x4+ 1D —-4x+1)>0 ...opét pouZijeme vytykani vyrazu (x + 1)

x+Dx2—4)>0 ... vyraz x* — 4 rozlozime podle vztahu a*> — b* a dostaneme nerovnici
v soucinovém tvaru

x—Dx—=—2)x+2)>0 ... anulovanim zévorek ur¢ime nulové body: x = 1,x = +2ax = —2.

Pomoci nulovych bodii dostaneme intervaly na Ciselné ose a dosazenim hodnot z danych intervali zjistime,
ktera x vyhovuji zadané nerovnici (tzn. vyraz V(x) = x> — 4x + x> — 4 na levé strané nerovnice je kladny).

)

\Z
o0 VxX)<0 V0O>0 V(x0)<0 R V(x)>0 +00

-2 1 2

Pak zapiSeme vysledek: K = (—2;1) U (2;00).

Reste v R kvadratickou nerovnici x> — 2x — 3 > 0.

Pomoci rozkladu kvadratického trojclenu prfevedeme nerovnici na soucinovy tvar a fesime vhodnym
zplisobem dal:

1. zpiisob
X=2x=3>00@x—-3)x+1D>0e[(x—3)>0AE+1D>0U[E—-3)<0AEx+1)<0]

x=3>0=x>3 x—3<0=x<3
Odtud: x+1>oﬁx>—1}Kl‘(3"’°) x+1<oﬁx<—1}K2‘(_°°’_1)
K=K, UK, = (—o0; —1) U (3; o)
2. zpiisob pomoci nulovych bodd —1 a 3:
— -1 3 00
O O )
S N\ -
(=o0; —1) (=1;3) (3; )
x—3 - - +
x+1 - + +

K = (—o0; —1) U (3; o)

Pozndmka: Zkracené lze 2. zpisob zapsat VO>0 V<0 VO)>0
jako v pfedchozim piikladé - T g
K = (—00; —1) U (3; ) )

+oo

3. zpiisob Graficky:

x—=2x—3> 0
flx) g) 9

K = (—o0; —1) U (3; )




@I Reste v R nerovnici s absolutni hodnotou: |x| — |x — 1| > 0.

Resenti: 1. zpiisob
Nulové body vyrazii v absolutnich hodnotach, tj. x = 0 ax = 1 rozdéli R na tii intervaly, ve kterych
nerovnice feSime.

Pro x € (—o0;0): —x+x—1=20=spor=K, =2
Prox € (0:1): X+x—120=2>15x>12=K, = (1/2:1)
Pro x € (1;00): x—x+120=x=1=K, = (l;00)

K=K, UK, UK, = (1/2;00)

2. zpuisob |x| — |x — 1] = 0 upravime na tvar |x| = |x — 1|. UZitim vztahu pro mocninu nerovnosti mezi
nezdpornymi &isly dostavame: x> 2x> — 2x + 1= 02> —2x+ 1= 2x 2 1 =2x> 1/2 = K = (1/2;).

@I Reste v R nerovnici s nezniamou v odmocnénci: v X +x —6 <4 —x

Reseni: ® Ur¢ime defini¢ni obor nerovnice
P+x—620e(x+3)x—2)=0, tedy x € (—oo; —3) U (2;00)
@ Abychom mohli umocnit obé strany nerovnice na druhou, musi byt obé strany nerovnosti nezaporné!
Pro kaZdé x z defini¢niho oboru je levd strana nerovnice nezaporné ¢islo. Pravd strana nerovnice je
nezaporna pro x < 4. Za predpokladu, Ze x € (—o0;—3) U (2;4) miZeme nerovnici umocnit:

/P x—6<4—x J? P e ‘ : p— S |
2+x—6<16 - 8x +x* 4 3 2 -1 0 1 2223 4
x < 22/9 9

x € [(—o0;—3) U (2:4)]1 N (—o0; 22/9) = K = (—o0;—3) U (2:22/9)

@I Reste v R soustavu nerovnic 1> % A ix__zl >2.
(1) 2)

Reseni: ® Vyfesime samostatnd prvni a druhou nerovnici:

3x—1
2) x—2>2

Defini¢ni obor nerovnice: x € (—o0;1/2) U (2;00)

1> % ... nerovnici anulujeme

1- % >0 ... pfevedeme na spol.

x—1v " . x=2 x—=2 x—2
X ... feSime pomoci
nulovych bodd 0 a 1 Resime pomoci nulovych bodd 2 a 7:
- — v
0 1 2 7
Ki=(-0:0)u (1) K,=(2:7)

Obé nerovnice musi byt splnény soucasné, tedy: K=K, N K, = (2;7).
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| Cviceni B

3.1

3.2

33

3.4

35

Vypoctéte:

a) 23,32.51.70 b)25.34.4—1.9—2
C) 93/2 . 875/3 . 373 . 25 . (_3)0

d) (251/4 . 91/8) . (151/3 2771/2)73

Vypoctéte:
2 /@ b) /48:/3
¢) 3/0.008 q) 3/73%
Zjednoduste:
W/ /33
53/5° g (23242

C)3/7544/? 12f

Odstrarite odmocniny ze jmenovatele zlomku
(usmérnéte zlomek):

6
a)ﬁ
_2
D 1+/3
3f+2f
©3/2-2/3

1+3f 2/3
) 3+ /3+/6

Za ptedpokladu, Ze vyrazy jsou definovany
zjednoduste:

27 xG 3.5
D " (3xy)

(2x%y)* - Bxyz?)*

8 <2xy2z)5
5x%y
62’

x-/2
2-/x

3xy
187°

1/4 4@)1/2' Gm -1
27 ]34/ (6x)

)

3.6

3.7

3.8

39

3.10

3.11

3.12

3.13

Prevedte na souCinovy tvar:
a) x> +4x-77 b) 4x*—8x+ 3
¢) 3x3 + x*—42x d) x°-8l1x

Za predpokladu, Ze vyrazy jsou definovény,
Zjednoduste:

2x —2
(/2
Sl o rat Lol
(x+y___ (f Y- /—)
Jay o Jxy f+y Jx+/y
Reste v R a provedte zkousku:

a) x-10x-3)-3[x-(5x-4)]1=0
T—x _(T=x_34+x\_7x+9 _3—x _
b) 76 (3 4 )‘ 8 2 X

3x-10 , 1 _ 1

©) X—5x+6 x—3 x-2

Reste v R a provedte zkousku:

a) >—4x=0

b) x¥*-625=0

¢) X¥*+4x-12=0

d) x+3)x+4) + (=1x-2) =30

Urcete hodnotu parametru p € R tak, aby
rovnice (p— DxX* - (p-2)x+2p-1=0
méla pravé dva riizné redlné koteny.

Reste v R:
a) Jx+3=-1
b) /X —=54+x=5

0) V2x+13-/2x =1

Reste v R:

a) Ix-21=3

b) x-2l+Ix-11=1
c) k+31<4

Reste v RxR:

a) 4x-3y=3
3x-y=1

b) 4x +3y-z=7
3x+4y+z=0
Sx+y+2z=5

¢) x>+ y*=100
3x + 4y =50
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Reste v C:
a) #=1
b)4—-(z-3P=(z+i)

3.14

Reste v C:
a) 222-322-3z+2=0
b) 1274 -4z - 4122-4z+ 12=0

3.15

Reste v R:
a) x—?2< —2x
X+
) x+5 >2
¢) Bx+1—x=-2—-7<0

3.16

Reste v R:

a) /x—2<-1

b) V2x—1+2<x
) vx2—-x)<x+1

3.17

Test [
3.1 Vypottite: (%)4' (%)3' (%)z (%)0

/51 .
3.2  Vypottéte /2 7 2 vysledek vyjadiete ve tvaru
desetinného disla.

4. Funkce

4.1. ZAVEDENI POJMU FUNKCE

33

34

35

3.6

3.7

3.8

39

3.10

Po usmé&rnéni je zlomek __2 _ roven:
a) 1-/2 1+/2

b) 2+/2

c) —2/2-2

d)2-2/2

Pro ptipustné hodnoty lze vyraz
9x* (3x)y 2
3x 4( y Zz)z
a)9x%yz  b)atyz

zjednodusit na tvar:

o) x’yz  d)xtyz
Pievedte na soucin: x2 + 6x — 16

Reste vR: (x + 32+ 9 = »?

Reste vC: x* =16

Reste vR: =2 >
x+1
Reste vR: [x —2|<1
Urcete hodnotu parametru p €R tak, aby rov-

nice px* — 2x> + 2px — 4x + 2 = 0 neméla redlné
koreny.

Pfi studiu pfirodnich jevi, ekonomickych vztahli nebo pfi feSeni technickych problémil se Casto setkdvame
s tim, Ze se hodnoty jedné veli¢iny méni v zavislosti na hodnotach veli¢iny jiné. Procesem abstrakce dospéla
matematika k zachyceni této zavislosti pomoci pojmu funkce jako zobrazeni v R.

Definice

Meéjme A a B neprazdné mnoziny redlnych cisel. Pfifadime-li kazdému ¢islu x € A podle néjakého predpisu
pravé jedno cislo y € B, které oznac¢ime y = f(x), pak mnoZina uspotfddanych dvojic [x; f{x)] se nazyva
realna funkce realné promeénné x (struéné funkce f). Zapisujeme f: y = f(x), resp. f: x — flx).

poznamka

B Mnozinu A oznacujeme D(f) a nazyvame definicnim oborem funkce f':

x € D(f) je nezdvisle proménnd, Cili argument funkce f.

® Cislo y pfitazené &islu x se nazyva funkcni hodnota funkce fv bodé x.

B Mnozinu pravé téch prvka y € B, z nichz ke kazdému existuje alespon jeden takovy prvek x € A, 7Ze
[x, y] € fnazyvame oborem hodnot funkce f a zna¢ime H(f).




poznamka

B Grafem funkce f'v kartézské soustavé soufadnic je mnoZina vSech bodi roviny, jejichZ soufadnice jsou
[x, fix)]. Grafem byvaji zpravidla rovinné kfivky. Nezéavisle proménnou x vynasime podle imluvy na
vodorovnou osu (osa x), funkéni hodnoty na svislou osu (osa y). Grafické zadani funkce je nazorné,
proto se uplatiiuje v praktickém Zivoté (barograf, termograf, kardiograf, pocitacova grafika, ...).

B Funkce je zaddna, zndme-li jeji defini¢ni obor D(f) a funk¢ni predpisy y = f(x). Funkéni predpis
byva uréen:

a) analyticky (explicitni rovnici, implicitni rovnici) — nejrozsifené;jsi, umoZiiuje snadné

vypocty funkénich hodnot, mélo nazorny 5
b) grafem — nazorné, ne vZdy presné )<
¢) tabulkou — vyctem prvku [x, f(x)] — pouze u funkci s kone¢nym defini¢nim oborem -
d) slovnim predpisem — praktické navody

»

I Nasledujici kvadratickd funkce f miZe byt zadana:

— explicitni rovnici: — grafem: 34
fiy=x*Axe(-1;2) 9 /

o« 15/

— implicitmi rovnici: S 2 _1,,0 238
fix2—y=0Axe(-1;2) )

-3+

4.2, OPERACE S FUNKCEMI, ZAKLADNIi VLASTNOSTI FUNKCI

Definice

Necht f'a g jsou dvé funkce s definiénimi obory D(f) a D(g) a plati A € D(f) N D(g) (A # @). Pak zavadime
na mnoziné A:

rovnost funkci f= g e Vx € A: flx) = gx)

soucet funkecis = f+ g o Vx € A: s(x) = fix) + g(x)

(analogicky definujeme rozdil f — g, soucin f- g a pro vSechna x € A, pro ktera je g(x) # 0 i podil f/g)

2
ET® Pro funkcefiy =1 ag:y:% plati: D() = R,D(g) =R — {0}, A=D({) nD(g) = R — {0}.

Pak plati V x € A: fix) = g(x).

Definice

Funkce f definovand na mnoziné A C D(f) se nazyva funkce na A:
rostouci & V x x, € A: x, < x, = fix) < flx,)

klesajici & V x ,x, € A: x, < x, = flx) > fix,)

neklesajici & V x .x, € A: x, < x, = flx)) = fix,)

nerostouci & V x ,x, € A: x, < x, = flx) = fx,)

prostd & V x,x, € At x, # x, = flx)) # flx,)

W;AOVENT 53



[ Napi. |
B Funkce f: y = log x je rostouci, funkce f: y = —x3 je klesajici. Ob& funkce jsou prosté.
B Funkce f: y = x? v intervalu (—oc;0) klesd, v intervalu (0;00) roste, neni prosta,
nebot napf. prox, = —2 a pro x, = 2 je f(—2) = A2).

Definice

Funkce f, jejiz D(f) je soumérny podle pocatku soustavy soufadnic, tj. pro kterou plati
x € D(f) = (—x) € D(f) se nazyva:

suda funkce < V x € D(f): {—x) = f(x)

licha funkce & Vx € D(f): Ai—x) = —f(x)

[ Napi. |

B Graf sudé funkce (napf. x = cos x) je osové soumerny podle osy y.

B Graf liché funkce (napf. y = sin x) je stfedové soumérny podle poc¢atku soufadnic.
Definice

Je-li funkce f definovand v mnoziné A C D(f), pak se nazyva:

B na A zdola omezena (ohraniend), pravé kdyz existuje takové Cislo d € R, Ze pro V x € A: fix) = d
B na A shora omezena (ohraniend), pravé kdyz existuje takové Cisloh € R, Ze pro Vx € A: fix) < h
B na A omezena (ohranicend), pravé kdyzZ je na A omezena shora i zdola

[ Napr.
B f y = sin x je omezena shora i zdola na celém defini¢nim oboru, je tedy omezend
B g:y = x’ neni omezena
B /iy = x? je omezena zdola

Definice

Je-li f funkce, A C D(f), a € A, b € A, pak funkce ma na A:
B v bodé ¢ minimum (nejmensi hodnotu), pravé kdyZ pro vSechna x € A je fix) = fla)
B v bodé b maximum (nejvétsi hodnotu), pravé kdyZ pro vSechna x € A je fix) < fla)

O fy=x> Ax € R ma minimum vbodé x =0, g:y = —|x| + 1 Ax € Rma v bodé x = 0 maximum.

Definice

Funkce f'se nazyva periodicka funkce, existuje-li takové p > 0, Ze pro kazdé k € Z plati:
1. Je-li funkce definovana v bodé x, pak je také definovana v bodech (x + kp)
2. Pro vSechna x € D(f) plati: fix) = fix + kp)

@I Goniometrické funkce sinus a kosinus maji zakladni periodu 27 (ale jsou periodické také s periodou
4, 677 atd.)

N2
i

AW Fixtkp)
A—ﬂ fOON\ 1 /AS% /\577 / =1‘(x)
AV iV/iVERVAE

54 11

zakladni perioda




Definice

JestliZe funkce y = f(x) je prostd v celém definicnim oboru D(f) a ma obor hodnot H(f), pak 1ze na H(f)
definovat funkci, ktera kazdému ¢islu y € H(f) pfifazuje praveé to ¢islo x € D(f), pro které je fix) = y.
Tato funkce se nazyva inverzni funkce k funkci f'a znaci se f ',

[ Napr. ]
B Plati D(f) = H(f): D(f") = H(p. %»)
B Grafy funkci fa f ! jsou navzdjem soumérné
podle osy y = x.
B Je-li ptivodni funkce napt. rostouci (klesajici),
je také inverzni funkce rostouci (klesajici).
B Inverzni funkce k prosté funkci je opét prosta.

S e

ET@ V praxi se Casto setkdvame s témito inverznimi funkcemi:

Bfy=e fly=Inx

B fy=sinxAxe{(—-a/2;n2) f:y=arcsinxAxe(—1;1)

B fy=cosxAxe(0;x) fly=arccosxAxe(—1;1)

B fy=tgxAxE(—nl2; n/2) fhy=arctgxAxeR

B fy=cotgxAxe(0;7) Sy =arccotgx AxeR
Definice

Necht f je funkce definovand v jistém okoli bodu a. Rikdme, Ze funkce fje spojita v bodé a, jestliZe ke
kazdému £ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro vSechna x, pro kterd je |x — a| < &, plati |f (x) — f(a)| < &.

[ Napr. ] y
B Funkce f: y = sin x, g: y = cos x, h: y = x* jsou spojité
v kaidém bodé x € R.
Jo————fi y=sgnx)
B Funkce f: y = sgn(x) neni spojitd v bodé x = 0. C 32-1 10123 24 X
p)——
-1

Definice

Funkce f je spojitd na otevieném intervalu (a; b), je-1i spojitd v kaZdém bod€ tohoto intervalu.

@I Funkce fy =sinx, g: y = cos x, h: y = x% i: y = x? jsou spojité v R, nebot jsou spojité v kazdém
bodé x € (—o0; 00).
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4.3. POLYNOMICKE FUNKCE

Definice

Polynomicka funkce n-tého stupné (cela racionalni funkce) je kazda funkce f proménné x € R, kterou
Ize vyjadfit ve tvaru: f, y =P (x) = ax" +a_x"'+ ... +ax+a,kden€N,a,...,a;ERAa, #0.

Rozebereme nejdiive jeji specidlni pripady: funkci linedrni (n = 1) a kvadratickou: (n = 2):

LINEARNI FUNKCE
Definice

Linearni funkce je kazda funkce f dand predpisem f: y = ax + b,kdea e RA b €R.

zapamatuj si

B Grafem linearni funkce je primka riznobézna s osou y.
B Zakladni vlastnosti jsou uvedeny v tabulce:

a<0 a=0 a>0
y y y
y=ax+b
b y=b
ib
\<=ox+b / b
N\ O(\‘\
0 X 0 X 0 X

D(f) = (=003 00) H(f) = (003 00) | D(f) = (—00; 00) H(f) = {b} | D(f) = (—00; 00) H(f) = (—00; o)

Neni omezen4 ani shora, ani zdola. |Je suda (pro b = 0 je lichd). Neni omezena ani shora, ani zdola.
Je klesajici, tedy prosta. Je omezena. Je rostouci, tedy prosta.

Nemd maximum, ani minimum. | Je nerostouci a neklesajici. Nema maximum, ani minimum.
Je spojita v R. Neni prosta. Je spojitd v R.

M4 maximum a minimum
pro kazdé x € R.
Je spojita v R.

B Prima umérnost je specidlnim pfipadem linedrni funkce, pro kterou plati a # 0 A b = 0. Zpravidla se zapisu-
je ve tvaru fi y = kx, kde k je tg a — smérnice grafu funkci (napt. £y = 2x, gt y=— 5 X).

B Casto zapisujeme rovnici linearni funkce ve tvaru f: y = kx + g, kde k = tg & je smérnice grafu linearni
funkce, ¢ udava prasecik grafu s osou y.

B Je-lia = 0, jde o funkeci konstantni f: y = b (resp. f: y = konst.). Napt. f: y = 3.
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B Priklady uziti: rovnice piimky v rovin€, Ohmitv zékon (U = R - I), dréha rovnomérného pohybu (s = s, + vi) atd.
B V praxi se setkdvame s funkcemi typu:

G,
y y y y

N2

M S\ 1t 1
A
1 ‘ 212/

-1 0 1 x -1 0 1 «x B 0/ 1 «x -1 011 x

fioy=|x| £, y=|2x| foy=l2x]-1 foy=l-2x+1] 41 2

KVADRATICKA FUNKCE
Definice

Kvadratickou funkei nazyvame kazdou funkci f: y = ax® + bx + ¢, kdeaeR —{0}, b €R, c €R.

Zapamatuj si
B Grafem kvadratické funkce je parabola s osou o]|y. b B2
Prisecik osy o s parabolou se nazyva vrchol paraboly: V 3¢ 4g

B Zakladni vlastnosti ukazuje tabulka:

YA -b. b? VA
:mox[ 20’ 4a’
1TC
b
2a
> ; 0
X
b2
4a
max[-b/2a;c-b?/4a]
D(f) = (—o0, ), H(f) = (—o0; ¢ — b*4a) D(f) = (—o0, ), H(f) = {¢ — b*4a; x)
Pro b = 0 je suda, jinak ani sud4, ani lichd. Pro b = 0 je suda, jinak ani sud4, ani lich4.
Je shora omezena, neni zdola omezena. Je omezena zdola, neni shora omezena.
Je rostouci pro x € (—oo;—b/2a). Je rostouci pro x € (—b/2a;+0).
Je Klesajici pro x € (—b/2a;+). Je klesajici pro x € (—oo0;—b/2a).
Je konkéavni; ma ostré maximum [—b/2a; c-b*/4a]. | Je konvexni; ma ostré minimum [—b/2a; c—b?*/4al).
Neni prosta. Neni prosta.
Je spojitd v R. Je spojita v R.




B Graf funkce f: y = ax* + bx + c dostaneme, jestliZe parabolu vyjadfujici graf funkce f,: y = ax® s vrcholem
V [0;0] pfesuneme nejprve do vrcholu [x; 0] funkce f,: y = a(x — x,)* a pak jeho vrchol piejde do

b b*

vrcholu ~22¢ " 4a

grafu funkce f.

I Sestrojte graf funkce f: x = 2x2 4+ 4x — 6

Funkci f postupné upravujeme:
fy=2x+2x)—6
fy=2x+1)2—-6-2

fy=26 417 8= V18]
Prisecik sosouy (x = 0): y = —6
Prisecik s osou x (y = 0):

2 +4x—-6=0=x=-3,x,=1
Konstrukce grafu f,, /, a f plyne z obrazku:
(Vrchol V lze ur€it i jako extrém funkce pomoci
deriva¢niho poctu).

fiy=2x

fry=20+1)

fy=2x24+4x-6

if, y=2(x+1)°

xvy

B S kvadratickou funkci se setkdvame pii feSeni kvadratickych rovnic a nerovnic, urcuje rovnici paraboly,

je pouZivana ve fyzice (napt. s = %Zz; E= jmvz) atd.

. x> 2x

B Reste graficky v R: ?— - ? B Znazornéte zavislost drahy télesa na Case pro volny

R pad t&lesa ve vakuu v prvnich tiech sekundach, je-li
s=§zz+s0/\s()=10m.
foy=x*\ 477
12 3 X
5l 35
K,=(-00;,0)U(2;0)
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B V matematice pracujeme s polynomickymi funkcemi n-tého stupné napfiklad pfi feSeni rovnic a nerovnic.
UZivame nésledujici definice a véty:

Definice

Nulovy bod polynomické funkce f stupné n = 1 (nebo také koren algebraické rovnice f(x) = 0) je kazdé
redlné Cislo x,, pro které plati f{x,) = 0. Dvojclen (x — x,) je korenovy Cinitel funkce f.

Véty o polynomické funkci

B Je-li x, nulovy bod polynomické funkce stupné n = 1, pak existuje polynomické funkce g stupné (n — 1)
takova, Ze pro vSechna redlnd x plati fix) = (x — x,) - g(x,).

B Kazda polynomicka funkce stupné n = 1 se da vyjadfit jako soucin polynomickych funkci stupné nejvyse 2.

B Necht fje polynomicka funkce; a, b € R A a < b. Pak funkce f nabyva kazdé hodnoty mezi fla) a f(b) asponi
pro jedno x € (a;b).

B Polynomicka funkce lichého stupné mé aspoi jeden nulovy bod.

B Necht fje polynomicka funkce stupné n > k, k € N. Cislo X, se nazyva k-nasobnym kofenem rovnice
f(x) = 0, kdyz existuje polynomicka funkce g tak, Ze plati f(x) = (x — x))* - g(x) A g(x,) # 0.

O Reste vR: (%) 423 + 42— 13x + 5= 0.

1.
2.

Odhadem ur¢ime kofenx, =1 (4-1°+4-1°—-13-1+5=0)

Na zédkladé v&t o polynomické funkci miZeme rovnici psat ve tvaru: (x — 1)(ax®> + bx +¢) = 0

. Po roznasobeni dostavame:

ax*+ b’ —a’+ex—bx—c=0=2a+ B —-ax*+(c—-bx—c=0

. Porovnanim se zadanou rovnici (*) dostavame: a=4
b—a=4
c—b=13 a=4,b=8,c=-5
—c=5
. Pavodni rovnici Ize upravit na tvar: (x — 1)(4x2 + 8x — 5) =0 1
o . . L —-8+,/64+80 , 2
. ReSenim rovnice v souc¢inovém tvaru dostivame: x, = 1, %3 = — 8  —._5
Reseni e (e 1L 51 2
. ReSeni rovnice (¥) je K = ll' 2" 73]
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4.4. MOCNINNE FUNKCE

MOCNINNA FUNKCE S PRIROZENYM MOCNITELEM

Definice

Mocninna funkce s prirozenym mocnitelem je funkce f: y = x°, n€N.

zapamatu;j si

B Grafem této funkce je pro n = 1 primka (osa L. a III. kvadrantu),
pro n > 1 parabola n-tého stupné.
B Zakladni vlastnosti funkce jsou uvedeny v tabulce:

n liché n sudé
y
y=x5
::yy):(x3 y=x°
; Ly=x*
y=x y=x2
T |
R 0 X
1117 L
X
D(f) = (—o0; 00), H(f) = (—00; o0) D(f) = (—o0; o), H(f) = (0; o)
Je licha. Je suda.
Neni ani shora, ani zdola omezena. Je omezena zdola, neni shora omezena.
Je rostouci, tedy prosta. Je rostouci pro x€(0; +oo).
Nemd ani maximum ani minimum. Je Klesajici pro x&(—oo; 0).
Je spojita v R. Neni prosta.
Nema maximum, ma minimum (0;0).
Je spojita v R.

ITI Na zéakladé vlastnosti mocninné funkce sefadte podle velikosti ¢isla:
a) (0,50 (=0,5)% (1,50, (—2)%, (2)%, —0,25°
Reseni plyne z grafu: (—2)* < (=0,5)* < —0,25° < 0,5* < 1,53 < 2%,
b) (0,5)% (=0,5) (1,5)% (=2)% (2)% —0,252
Reseni plyne z grafu: —0,25% < (—0,5)> = (0,5)> < 1,52 < (=2)? = 2%
¢) 0,5% 0,54 0,5°
Reseni plyne z grafu: 0,5° < 0,5* < 0,52
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MOCNINNA FUNKCE SE ZAPORNYM CELYM MOCNITELEM

Definice
(7 &
Mocninna funkce se zapornym celym exponentem je funkce f: y = x, n€N. “’?v )
N 4

zapamatuj si

B Mocninnou funkci se zapornym celym exponentem lze psit ve tvaru /2y = o

Napt. fiy = x‘ﬁakoﬁy:%

B Grafem této mocninné funkce je hyperbola n-tého stupné.
B Vlastnosti mocninné funkce se zapornym celym mocnitelem:

n liché

Xy

D(f) = (=o0; 0) U (05 00), H(f) = (—0;0) U (0;00)
Je licha.

Neni ani shora, ani zdola omezena.

Klesa pro x € (—oo; 0) a x€(0; o0).

Nema4 ani maximum, ani minimum.

Je spojita pro x € (—oo; 0) ax € (0; o).

Je prosta.

D(f) = (—o0; 0) U (0; 00), H(f) = (0; o)
Je suda.

Je omezena zdola, neni shora omezena.
Je rostouci pro x € (—oc; 0).

Je klesajici pro xe (0; oo).

Neni prosta.

Nema ani maximum, ani minimum.

Je spojita pro x € (—oo; 0) a x € (0; o0).

I Vypoctéte:

1= - o1
( 1) —(_1)3— 1 2 _23

—2_ 1 _ —2_ 1
0= = ri=L

1 N S |
o 37 ==
1 o1 1
4 (=3) 2_(_3)2 9



4.5. LOMENA RACIONALNIi FUNKCE

Definice

P (x)
0x)’

Lomenou racionalni funkei nazyvame kazdou funkci f, danou ptedpisem f: y =
nesoudélné polynomy, Q(x) neni nulovy polynom.

kde P(x), O(x) jsou

zapamatu;j si

B Defini¢nim oborem D(f) racionalni lomené funkce je mnoZina vSech x € R,
ktera nejsou koreny rovnice Q(x) = 0.

B DileZitym pfipadem racionalnich lomenych funkci jsou linedrni lomené funkce: f:y = & +b ,
cx+d
kde ¢ # 0 A ad # bc. d
B Grafem této funkce f: y = ?;C Is je rovnoosa hyperbola, kterd ma stied S [—?; %] a jeji asymptoty
prochézeji sttedem S tak, Ze jedna je rovnobé€Zna s osou x, druhd s y.
O Graf funkee fiy = Zi—>5 se sestroji takto: y
) x—1 ) ’ > / [ X=2
D(f) = R ~{1) s
Upravou: stied hyperboly FJ/
| 2x-5
3 fiy=
_2x-5_ _2(-D-3 ﬁ_\ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, =112 7 X1
T H e R rs i 2] y=2
A
_ T ~ T ~ T _\ O : T T T T T
Asymptoty:x=1;y =2 4-3-2 ]-1* LI 34506 X
Priseciky s osami: y = 0=x=5/2 ... X[5/2;0] -2t
x=0=>y=5 ... Y[0;5]

Pozndmka: V praxi se ¢asto setkavime s neprimou tumeérnosti f:y = %, ke R —-{0}.

B Neprima umérnost se asto vyskytuje jak v matematickych, tak fyzikdlnich a chemickych tlohach

(napt. p = % — Boylav Mariottiv zakon, C = %, Q= %, ).

B P¥i feseni slovnich tloh se ¢asto pouZivé trojclenka.

ET Dva zednici omitnou chodbu nové budovy za 54 hodin. Za kolik hodin by tuto chodbu omitlo 9 zednikt?
Reseni:

2 7edniCi ceevveeeeieeee 54 hodin % _ % — x =12 hodin

9 zednikd .....cooovvenvieniennne. x hodin

Devét zednikd omitne chodbu za 12 hodin.
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zapamatuj si

x

B Vlastnosti nepfimé imérnosti £ y = knker- {0}

D(/) = (=00:0) U (0:00), H(f) = (—0;0) U (0;00)
Je licha.

Neni ani shora, ani zdola omezena.

Je rostouci pro x&(—o0;0) a x£(0;00).

Je prosta.

Nema maximum, ani minimum.

Je spojita pro x&(—o0;0) a x£(0;00).

D(f) = (—00;0) U (0:00), H(f) = (—0:0) U (0300)
Je licha.

Neni ani shora, ani zdola omezena.

Je klesajici pro x&(—o0;0) a x£(0;00).

Je prosta.

Nema maximum, ani minimum.

Je spojita pro x&(—o0;0) a x£(0;00).

4.6. EXPONENCIALNI A LOGARITMICKA FUNKCE

EXPONENCIALNI FUNKCE

Definice

Exponencialni funkce o zakladu « je dana pfedpisem: f y = a*, kdea > 0 Aa # 1.

zapamatuj si

B Grafem exponencidlni funkce je exponencialni kiivka (exponenciala).

B Vlastnosti exponencialnich funkci f: y = a*:

0<a<1 a>1
y y
21 24

-

|

K

SINY

D(f) = (—o0300), H(f) = (0;00)

Neni suda, ani licha.

Je omezena zdola (a* > 0), neni shora omezena.
Je klesajici, a tedy prosta.

Nema maximum, ani minimum.

Je inverzni k funkci logaritmické.

Je spojita v R.

D(f) = (—o0;0), H() = (0;0)

Neni suda, ani licha.

Je omezena zdola (a* > 0), neni shora omezena.
Je rostouct, a tedy prosta.

Nema maximum, ani minimum.

Je inverzni k funkci logaritmické.

Je spojita v R.




B Exponencialni funkce o zdkladu 10 se nazyva dekadickd exponencidlni funkce f: y = 10~

1

B Je-li zikladem tzv. Eulerovo cislo e =lim(1+ L] =2.718281 .. nazyvé se funkee £ y = * prirozend

exponencidlni funkce.

B Exponencialni funkce se ¢asto vyskytuje v praxi, napf. zdkon radioaktivni pfemény N = N e~*, zdkon ab-
sorpce zateni I = [ e ™, feSeni exponencialnich rovnic a nerovnic atd.

(I Prevedenim na spolecny zdklad a porovnanim exponentt feste exponencidlni rovnice a nerovnice v R:

@) 3n1=27 b) /B ="a 0 >4
321 = 33 3 2 21> 92x
Porovnanim exponentd: 2= Porovnanim exponentu:
2x—1=3 Porovnanim exponentti: x< =12
x=2 3 __2 K = (=00, —1/2)
K= {2} x+2 x+1
x=1
K= {1}

B Funkce 10" a e* naleznete na kazdém dobrém kalkulatoru — vyhleddvani hodnot viz navod.

LOGARITMICKA FUNKCE

Definice

Logaritmicka funkce o zakladu a, kde a > 0 A a # 1, je funkce inverzni k exponencidlni
funkei o témZe zékladu. Oznacuje se f: y = log x (kde x€(0; c0)).

zapamatu;j si

B Grafem logaritmické funkce je logaritmicka kiivka.
B Funk¢ni hodnoty logaritmické funkce se nazyvaji logaritmy. Podle definice plati: y = log x & x = @’
prokazdéa > 0 Aa# 1, x € (0;00), y € R.

@ log 100 = 2, nebot 10° = 100

log, 32 = 5, nebot 2° = 32
log; 1000 = 3, nebot (%) 21000
10

logz./g:% , nebof 2 =/8

B Nejcastéji se jednd o dekadické logaritmy (a = 10), které znac¢ime log x, popt. o pfirozerllé (Napierovy)
og.

logaritmy In x se zdkladem a = e. Obecny vztah mezi soustavami logaritmtl je: log,a = oo b’
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O a) loga= Ina _ log e - Ina, kde 1 loge=M =0,434294 ... se nazyva modul soustavy
In10 In10 o o
dekadickych logaritmi

b) Ina=In10-log a, kde In10 Z_AI/I =m=2,302585 ... se nazyva modul soustavy pfirozenych logaritmil
_log,p2
c) log;2 = Tog,3 — 0,631
log,, 6
d = %8105 _
) log, 6 102, 0 0,816

B Vlastnosti logaritmické funkce ukazuje tabulka:

y=a*. y y y=dy
X ‘10 1 X
y=log,x
y=log x

D(f) = (0; o0), H(f) = (—o0; 0) D(f) = (0; o0), H(f) = (—o0; o)
Neni ani suda, ani licha. Neni ani suda, ani licha.
Neni omezena ani zdola, ani shora. Neni omezena ani zdola, ani shora.
Je klesajici, tedy prosta. Je rostouci, tedy prosta.
Nema ani maximum, ani minimum. Nema ani maximum, ani minimum.
Je inverzni k funkci exponencialni. Je inverzni k funkci exponencialni.
Je spojitd v (0; o0). Je spojita v (0; o0).

B Pro pocitani s logaritmy uZividme véty o logaritmech:
Nechta > 0 Aa# 1 ax, x,€(0;00). Pak plati: (1) logx* = r-logx A x€R

(2)log,"/x = %logax A neN

(3) log,(x, - x,) = logx, + logx,

(4) log, % = log, x, — log, x,
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I a) log(5x%*) =log5 + 3logx + 2logy;

x>0,y>0

3
b) log % =log5+3logx —log2—4logy; x>0,y>0
y

5
c) log /%:%(longrSlogyf3logz): x>0,y>0,z2>0

d) log(a — b) + 2logc = log[(a — b) - ¢*];
&) logh— Llog(a+b)=log

f) 2+3loga—4logh=log~—""; a

b .
5./a+b’

1004’

1’)4

a—b>0,¢c>0

b>0,a+b>0

>0,6>0

B S logaritmy se setkavame pfi feSeni logaritmickych a exponencidlnich rovnic a nerovnic i v technické praxi,

(napt. A =122, pH = —log[ HO'] S =k-InP,...).

B Uprava @’ = x na tvar y = log x se nazyva logaritmovéni, obrdcena tiprava odlogaritmovani.

I a) Zlogaritmujte vyraz: V = 4005 logV =log4 + logzm +3logr—log3Ar>0

I Grafy:

3
b) Odlogaritmujte: %log 3+ %log d—log2=logx=x = /j‘l ANd>0
® Casto pracujeme s grafy sloZenych funkci:
)
N\ N\
f: y=llog, (x-Dlna>1 g: y=|log,(x-2)|A0<a<]
y y
y=log x
2 L
1+ y=|°ga(x']) 1+
N X a0 N2 3w X
~ y=log,(x-2)
y=log,x

LOGARITMICKA ROVNICE

Definice

Logaritmickou rovnici je rovnice, v niZ se vyskytuji logaritmy vyrazu s nezndmou x€R.

zapamatuj si

W Reseni zdkladni logaritmické rovnice logx =b,kdea > 0Aa#1,bER

je podle definice logaritmu x = a” (Napf. log,x = 3 & x = 2°).

B SloZité&jsi logaritmické rovnice nejprve upravime na tvar log_f(x) = log g(x),
kde a > 0 A a # 1 a funkce f(x), g(x) nabyvaji kladnych hodnot. JelikozZ je logaritmickd
funkce prostd v celém svém defini¢nim oboru, pak: log f(x) = log g(x) & f(x) = g(x).




O Reste vR:

—_— _1 =
a)log,(x—6)=3 b) log x + Tog x 2
Predpoklady: x —6>0=x>6 Predpoklady: x > 0 Alog x # 0 = x=(0;1) U (1;00)
Upravou: log, (x — 6) = log,8 Substituce: logx = u vede k rovnici
x—6=38 w*—2u+1=0,jejizkofenu =1
x=14 Je-lilogx = 1, pak x = 10
1
#) @) 1(14) = log, (14— 6) = log,8 =3] _ *)@1(10):log10+m:l+l:2 _
p(14) =3 p(10) =

K = {14} K = {10}
log (x* +5)
c)9gW *9) _q . _
202 (G — 1) 1/-2log(3—x)
Predpoklady: ¥ +5>0

3—x>0pxe(—o00;2)U(2:3)
log(3—x)#0

Roznasobenim: log (x2 + 5) = 2 -log (3 — x)
Upravou: log (x*> + 5) = log (3 — x)?

Rovnice x> + 5 = (3 — x)? mé feSeni x = %

#) (@) 2)2 ] 49 (7 :

13)- =
ZIOg(g_%) 2log k210

W[

2
“=f3

d) log 2x — log Vx o+ logx2=1log2 —logx3+1

Predpoklady: x > 0
Upravou: log2+logx—%logx+2logx=log2+3logx+1

élogx—l [ (=3)=logx=—3=x=10""

*)@l 107 =1log (2-1073 log3./10’3+log(10’3)2:10g2—8 _
p(10* )=log2 —log (1073 +1=1log2 -8

K = {0,001}

*) Uddme-1i podminky feSeni a provddime-li jen ekvivalentni Gpravy, neni zkouSka nutn4.
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EXPONENCIALNi ROVNICE

Exponencialni rovnice je rovnice, ve které se neznama xR vyskytuje v exponentu néjaké mocniny.

zapamatu;j si

B Zakladni rovnice a™ = a#®, kde leva i prava strana maji stejny zéklad mocniny a > 0 A a # 1
feSime porovndnim exponentil.

B Rovnice typu a™ = pt®, kdea > 0Aa# 1 Ab>0Ab+#1,kde a# b, tj. rovnice
o rizném zakladu mocniny fesime logaritmovdnim: f(x) - log a = g(x) - log b.

vev s

@I Reste v R:
a) M =4; b) 3%+ = 5% ¥ +23-3=0
2%+ = 72 Zlogaritmovéanim: Substituce: 3* =y
Porovnanim exponentui: (2x + Dlog 3 = xlog 5 y¥+2y-3=0
x+1=2 2xlog 3 — xlog 5 = —log 3 y+3)y-1)=0
x=1 x(2log 3 — log 5) = —log 3
K={1} __ —log3 »=-3 y=1
log9—log5 =3 =1
[ —log3 | nevyhovuje 3% = 3°
" |log9—1log5]| =0
K= {0}

EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE NEROVNICE

poznamka

Reseni exponencialnich a logaritmickych nerovnic vychazi ze vztahi:

pro0 <a < 1: a™ < a2 & f(x) > gx) proa > 1: a™ < a2 & f(x) < g(x)

a'® > gt & f(x) < g(x) a’® > a2® o f(x) > g(x)

log f(x) <log g(x) & f(x) > g(x) log, fix) <log g(x) & f(x) < g(x)

log, f(x) > log g(x) & f(x) < g(x) log, fx) > log g(x) & f(x) > g(x)

T Reste vR:
a3 <9 b) log,,(x + 3) = -2
I ex+4<2 Piedpoklad: x + 3 > 0= x > —3
x <=2 log ,(x+3)=log 4ex+3=4
K= (=00:=2) x<1
K=(=3;1)

c) log,, @ — 5x —7) > 1 Vidy plati x> — 5x + 7> 0
qror, 02 =51 > Mo log,, (¥ — 5x +7) >0
log, (x> —=5x+7)>log lex’—5x+7<1
xX*=5+6<0
Ke(2;3)
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§ log x —1
["Napr. | RegtevR:‘%lsz

log x —

® Pro

Pak 18X+l <o /3 Jogx+1<6=logx>—5=x>10"5

3

® Pro

log x —
3

Pak 22X =1 <2 /35 logx— 1<6=logxr<7=>x<107

Zdver: K=(10%;107)

| Cviceni I

4.1

4.2

Popiste defini¢ni rovnici funkci f, ktera vyjadiu- 4.3
je zavislost:
a) obvodu ctverce O na délce jeho strany a
b) obsahu ctverce S na délce jeho strany a
¢) poloméru r kruznice ¢tverci opsané na délce
jeho strany a

44
Ovéite, zda graf vyjadiuje funkci. Pokud ano,
urcete jeji defini¢ni obor D(f) a obor hodnot
H(f), rozhodnéte, zda je sud4, lichd, omezena.
N
a) b) 4.5
1z 1z
% 25/
I 1
2 0 115X 2 4 Jo 11557
4 1 4.6
-2 , rrrrrrr +-2
c) y 4.7
2 L
15 4.8
1"
2 -1 o 2%
r-1
-2

121 < 0 plati: log x — 1 < 0= x€(0;10)

! >0 plati:logx — 1= 0=log x> 1= x&(10;0)

} K, = (10-510)

} S K, = (10;107)

Urcete definicni obor funkeci:
x —

a) fry=

) [y /x

b) fry=log/x—1

.2 2
. ., _ Sin“x + cos™x
c) fry= ETTa—

Napiste defini¢ni rovnici kvadratické funkce,
jejiz graf prochazi body A[1;0], B[2;3], C[0;1].
Pak urcete, pro které xR ma funkce absolutni
minimum.

K dané funkci f urete funkci inverzni f~7.
Ur¢ete D(f), H(f), D(f~!) a H(f ™), je-1i funkce f
popsédna defini¢ni rovnici:

a) fy=3x+1Axe(-1;5)

b) fiy = In (x—2) A x€ (2; )

Urcete obsah ttvaru U, jehoZ hranici tvoii grafy
funkcifaf',je-lifi y = x> A x€(0;1).
Utvar U narysujte.

4—x

Sestrojte graf funkce f: y = 2T x

Urcete a tak, aby platilo:
a) a < g

b) a71/2 Z al/2

c) 2071 < 4
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49 RestevR:
a) 3% 1=281
b) x+2/§:x+l/z
c) 81- % —3.9%4+3%2_3=

4.10 Reste v R:
a) logx+1)=2

b) log, /x+2 +log, /x—1=1

) log (x +5) _1
log(2x+13) ~ 2

Test Fi

4.1 Popiste defini¢ni rovnici funkci f, ktera vyja-
diuje zavislost poloméru r kruZnice vepsané do
Ctverce na délce strany Ctverce a.

4.2 Rozhodnéte, zda graf vyjadiuje funkci. Pokud
ano, popiste ji defini¢ni rovnici a urcete jeji defi-
ni¢ni obor a obor hodnot.

N\

4.3  Vyberte tvrzeni, kterd nejsou pravdiva:
a) Funkce f: y = x* — 2x 4+ 1 ma maximum
vbodé x, = 1.
b) Funkce f: y = x> — 2x + 1 je omezena zdola.
¢) Funkce f: y = x> — 2x + 1 je suda.
d) Funkce f* y = x> - 2x + 1 je prosta.

2

e) Funkce f: y = x> — 2x + 1 je inverzni
k funkcig: y=/x"—2x—1.
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4.11

4.12

44

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

Reste v R:
a) xex =10°
b) lne* = 10°

Urdete prusecdiky graft funkci fa g:
a) fry=7"+23; gy=7-7-19
b) fry = x¥oextl; gy =100 - xloe*

Vyberte tvrzeni, kterd jsou pravdiva:

a) Funkce f: y = e " je inverzni k funkci
g:y=1In(—x).

b) Funkce f: y = e je klesajici.

¢) Funkce f: y = ¢™* je omezena zdola.

d) Funkce f: y = e je licha.

e) Funkce f: y = ¢ je periodicka.

Urcete x€R, pro ktera plati: (%) <x
Vyberte pravdivé tvrzeni:
a) Grafem funkce f:y=
s vrcholem [—2;—1].
b) Grafem funkce f:y = 4-x je hyperbola
y 24 x
se sttedem [—2;—1].
¢) Grafem funkce f:y= 4
se stfedem [4;—2].

d) Grafem funkce f:y = gl—i neni hyperbola.

4- § je hyperbola

je hyperbola

Urcete a<R tak, aby platilo: a”* < a**

Urcete soutfadnice prasecikt grafti funkcifa g:
fy= (%) gy=4

Ur&ete defini¢ni obor funkce /2 ¥y =logs /x +2

Urcete x <R tak, aby platilo:
2In (x+1) = In2(x+5)



5. Goniometrie
5.1 VELIKOST UHLU V MiRE OBLOUKOVE A STUPNOVE

B V goniometrii se Ghly méfi zpravidla v miie obloukové (jednotka radian, znacka rad) a v mife stupnové
(jednotka stuperi, znacka °).

B Je-li ddna jednotkova kruzZnice k se stfedem ve vrcholu V dhlu AVB ma thel AVB A obloukove mife veli-

kost 1 radian (1 rad) pravé, kdyz je délka kruZznicového oblouku AB ktery je prunikem thlu AVB s jednotko-
vou kruZnici k rovna 1. =

N\

Jjednotkova kruznice

7t/6

47/3

zapamatuj si
JelikoZ délce celé jednotkové kruznice 27 v mife obloukové odpovida plny thel 360° v miie stupnové,
plati: plny thel = 27 rad = 360°.

180

Tedy: | 80 rad a lrad = =57°17'45"

B Na obrazku jsou znazornény uhly o velikostech 7/6; 7/2; 37/4 a 47/3.

B Je—li a ¢iselna hodnota dhlu ve stupnich, x ¢iselna hodnota téhoZ dhlu v radidnech,
pak z pfimé imérnosti

dostaneme: o° — X180 s

j)

2 Ok
T n
@I Plati: a=30° ...x=7¢ x=13 ..a=15°
— 45° - _5n — 200
a=45 ..x=7 x—T...a—300
a=225 .. x=F x=IL  a=315

BV praxi se velikost thlu povazuje za veli€inu, proto se k ¢iselné hodnot€ vyjadiujici velikost thlu pfipojuje znacka
thlové jednotky (Napf. 60°). U tdaji v obloukové mife l1ze znacku rad vynechat. (Napf. 77/3 rad lze psat 7/3).
B Plati: Uhlovy stupefi (°) se d&li na 60 Ghlovych minut () a Ghlov4d minuta na 60 Ghlovych vteFin (”):
1°=60"=3600".

T 5°30" = 330", 10°2'15” = 361357, 20,5° =20°30" = 1230’
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5.2. ORIENTOVANY UHEL

—
Orientovanym tihlem AVB (stru¢n& AVB) nazyvame uspoiadanou dvojici polopfimek VA, VB se spole¢nym
pocatkem V, kde VA je pocatecni rameno, VB koncové rameno a bod V vrchol orientovaného tihlu.

B Pii VA # VB je tedy AVB # BVA.

zapamatu;j si

B Dohoda:
Otaci—li se pocatecni rameno VA kolem vrcholu V tak, aby splynulo s koncovym ramenem ve sméru
pohybu hodinovych rucicek, bude hodnota tihlu zaporna, v opacném ptipadé kladna (viz obrazek).

-N7z/3
137/3 o=7/3 o=7m/3

V pocdatec¢nirameno A V koncové rameno B

B Zakladni velikost orientovaného iihlu AVB je velikost neorientovaného thlu o, jehoZ v§emi body probéhne
pocate¢ni rameno VA pfi otoCeni do polohy koncového ramena VB v kladném smyslu.
B Velikosti orientovaného thlu

je ve stuptiové mife@| =a+k-360° Aa€{0;360°), k€Z
v obloukové mite: |[AVB| = a + k- 27 rad A & € (0:27), keZ

a) Orientovany uhel o velikosti 735° m4 zékladni velikost 15°,
497
nebot 735° = 15°+ 2 - 360° (resp. T = % +2- Zﬂ')

b) Obdobné: —3060° = 180°—9-360° (resp. —SlTﬂ =7-92 ﬂ) = Zéakladni velikost je 180° (resp. 7).

poznamka
Pro préci s goniometrickymi funkcemi || yaqdrant Y4[0:1] |. kvadrant
budeme zpravidla umistovat oriento-
vany uhel JVK tak, aby jeho vrchol /
V splynul s poéatkem P kartézské sou- [-1:0 / \ JI1,01 5
stavy soufadnic P _ a pocatecni rameno V=P X '
VJ smé&fovalo v kladném sméru osy x. Kixy,]
Bod K koncového ramena VK pak ma -
72 soufadnice K[x,;y,]. lll. kvadrant (-1 V. kvadrant




5.3. GONIOMETRICKE FUNKCE OSTREHO UHLU

B Funkce sinus (sin), kosinus (cos), tangens (tg) a kotangens (cotg) se oznacuji spolenym nidzvem goniomet-
rické funkce.

zapamatuj si

B Definice: V pravotihlém
trojihelniku s pfeponou
AB o délce ¢, odvésnou BC
o délce a a odvésnou AC
o délce b pro ostry ihel
<L CAB o velikosti ¢ plati:

odvésna

b odvésna C

. a délka protilehlé odvésny a délka protilehlé odvésny
sino=%= tea=9=
délka pfepony délka prilehlé odvésny
o8 0 — ? _ délka prilehlé odvésny cotg or = g _ délka prilehlé odvésny
) délka prepony délka protilehlé odvésny
B 7 vySe uvedenych vztahl vyplyva pro ostry thel a: tga = Ei,%g’ cotga = g?;g, tga= cotlg a-
B Zakladni hodnoty goniometrickych funkci Ize odvodit z pravouhlych
trojihelnikl pomoci vyse uvedenych definic:
1 1 1 1
in30°=2=1 o2 1.5 (_sin30°)
[ Napr. ] sm30—1_2 th)‘O—@—‘/§ 33 \Tlos30r h@
2 1]
2 /3 @ 30°_ 1 2
2 /O o 2 _ _cos30° _ 1
cos 30° = =5 cotg 30 T /3 ( sin30° ~ ig 300)
2
° 1 |/E \/E ° 1 450
=1 Le_V= tgd5°=1=1 2
sin 45 5 5 2 g 1 \/7 1
1 /2_/2 o_1_
cos 45 =75 5= cotg45°=+=1 25° /

zapamatuj si
Tabulka zakladnich hodnot goniometrickych funkei:
0° (0) 30° (7/6)

45° (7/4) 90° (7/2)




B Hodnoty goniometrickych funkci uréujeme pomoci tabulek, popt. kalkulatoru (viz névod).
B Reseni pravouhlého trojiihelniku pouZivdme &asto v praxi (viz déle uvedené piiklady).

B Naklonéna rovina B Urceni vysky

N2

H=?

B E
oim E
A Ec JL h,
D AL s
S F
Zméfime

|Rl=|F| sina=|F|

~|=

h, s, ICLI, £ a pak vypocteme: H=h, + h,;:
|G|l =|F]| cosa=|F|

~|x

H=s-tg£+h2:H:s-%+hg

B Vzdalenost nepFistupného mista B Stereometrie

\Z @
< a . c
— |
A o y ﬁ B
y="
F A
C AL < B

Ze znamych vzdalenosti a, x a z uhlu a, B plyne: (napt. odchylka st¢én TETRAEDRU = pravidelného

IECl=x-tgo it Styfsténu)
= ti:

IECI=(a—x)1gB] P hz%-a-ﬁ
‘tga = (a-x)t

*iea=@oneh mMFI=14
x-tga+x-tgB=a-tgp A
__atep cosa===1
ot B h 3
edy: y = =atieh tg o a=170°3
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5.4. ROZSIRENI DEFINIC GONIOMETRICKYCH FUNKCI

B Definici goniometrickych funkci sin a cos ostrého uhlu « 1ze rozsifit i na goniometrické funkce, jejichz
defini¢nim oborem bude mnozina R vSech reélnych €isel. Funkéni hodnoty funkci sinus a kosinus orien-
tovaného tihlu JVK budeme definovat pomoci kartézskych soufadnic priiseciku K[x,, y,] koncového ramene
tohoto thlu (jehoZ vrchol V leZi v pocatku soustavy soufadnic P a pocatecni rameno splyva s kladnou ¢asti
osy X) s jednotkovou kruznici takto:

—
sina =y,, cosa = x,,kde « je velikost orientovaného thlu JVK a x,, y, soufadnice bodu K

B Pomoci funkci sinus a kosinus definujeme ostatni goniometrické funkce:

tgor = % = z—t pro Vae{aeR A a # 2k + D)z/2; ke Z}

(Hodnoty lze ur¢it graficky pomoci te¢ny hodnot funkce tangens.)

cos &
sSin o

cotgar = =% pro Voe{aeR A a # kr; k € Z}

(Hodnoty lze ur¢it graficky pomoci te¢ny hodnot funkce kotangens.)

zapamatuj si

B Zavedeni goniometrickych funkci orientovaného thlu:

) V)
koncové rameno y
orientovaného Uhlu cotg a [0:1]
te€na hodnot
funkce kotangens
Kixy,] 2atedni
» pocdatecni rameno
y,=sina R JI1:0] orientovaného Uhlu
[-1:01 X, =Cos a P=V X
fg o

G- te&na hodnot
funkce tangens
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B Znaménka hodnot jednotlivych funkci v kvadrantech uréime nazorné z grafi, popt. z definic:

IIl. kvadrant YA N\ VA . kvadrant
Ko<, 1cotga>0
K K
7~ I\tg a>0
sinja>0 #hsin o>0
-1\ cos a<0[ X -1 P=Vicosa>0 |1 X
-1
Ya
cotg a<0
o
“_lcosas0
cos ag o
-1 X -1 Ne=V T X
§in a<0 sirya<0
- K Tg a<0
lll. kvadrant CIV. kvadrant
o sinZ >0, cos (12 >0, g% >0, cotg 137 > 0 .. I kvadrant
sm— >0, cos 11—” <0, tg (—7?”) <0, cotg 19T” <0 .. II. kvadrant
sin (— 7y <0, cos 12 < 0, tg BT” >0, cotg (_ZTH) >0 ... I kvadrant
in HT” <0, cos (— 4) >0, tg (—1”—1) <0, cotg IST” <0 .. IV. kvadrant

B V geometrickych a trigonometrickych tlohach se z tradi¢nich diivodi zpravidla uZiva stuptiova mira a argu-

menty goniometrickych funkei se znadi pismeny fecké abecedy (napf. sin 60°

, sin ). V matematické analyze

a vypocetni technice byva preferovan argument v mife obloukové (redlné ¢islo bez oznaceni rad) a zapisuje

se ve tvaru napf. y = sin X, y = sin 277, y = sin 5 atd.

a) sin%=l
5T — Ty _gnZ =L
sin 224 6 = sin (7 ) sin 6 =2
1 77[ ] = —S§ l:
sm? s1n(7t+6) 1n6

o 1 — __ i T
smT sin 27 6) sin ¢

s1n49—”—s1ng %
537 _ oS L
sin 2% = sin 57 = 3
o S = i U = — L
6 2

sin59—”=sinllT”= —

N[ —

b)tgf =3

tg%r:—ﬁ

1 T —

_1 tg11_7T=—s/§

2 6

tg42ﬂ—tg76[=ﬁ
tg53” —tgs?”=—/§
g55ﬂ_tg77ﬂ=/§




5.5.VLASTNOSTI GONIOMETRICKYCH FUNKCi

zapamatuj si
I. kvadrant lll. kvadrant ¥ Na zdkladé definice
II. kvadrant IV. kvadrant goniometrickych
cotg x g x funkci 1ze sestrojit
s - jejich grafy a odvodit
vlastnosti:
1 KG Ry kosinusoida
\> ‘</ \\\ N |cos x
AR N sinusoida
2 7 ’ ~ a2 /
] 0 s N AR 2 X
}3\ 2 ~——tangentoida
-1 3 sin x| '.‘“"‘
o ¢ T kotangenfoida
sin x CoS x tgx cotg x

Defini¢ni x€R — {(2k+1)% x€R — (2%
obor xeR *ER /ES(EZ )2 ' A k{GZ 2 '
Obor hodnot ye(—1;1) ye(—1;1) yeER yeR
Sudost, licha suda licha licha
lichost sin(—x) = — sin x cos(—x) = cos x tg(—x) = —tgx cotg(—x) = —cotg x

xe(—7 +2km; 5 + 2k)

XE(T+2kT; 27 + 2k7T)

xe(=5 + ka5 + k)

Funkce roste ——=—
NkEZ AkEZ NEkEZ
- | x&(mI2+2km; 37/2 + 2k;w) | xE(2k7; T + 2kTT) . xEkt; 7T + k)
Funkce klesa AReZ NkeZ NheZ

omezena v celém defini¢nim

omezena v celém definic-

funkce neni omezena ani

funkce neni omezena

Omezenost oboru zdola i shora nim oboru zdola i shora zdola, ani shora ani zdola, ani shora
: max [71/2+2k7; 1] max [2k7; 1]
ngﬂﬁ? min [37/2 + 2k7; —1] min [ 7 + 2k7; —1] neexistuje neexistuje
NkEZ NkEZ
zdkladni perioda 277 zakladni perioda 277 5 P zakladni perioda 77
Periodi¢nost sin x = sin (x + 2k7T) cos x = cos (x + 2k7r) " xza;kltad(n; _I:_e]r;;;;l 2/1\7IZEZ cotg x = cotg (x + k7T)
NKEZ AKEZ gx=1g NKEZ
. . . neni definovano pro neni definovéano pro
Spojitost spojitd v R spojitd v R

x=(2k+1)5 AkeZ

x=2%5 AkeZ




5.6. GRAFICKE ZNAZORNENI SINUSOVYCH FUNKCI

BV aplikacich se sinusové funkce vyskytuji nejcastéji ve tvaru: y = a - sin (wt+¢), ktery predstavuje rovnici
harmonického pohybu. Z fyziky vime, Ze harmonicky pohyb lze zndzornit primétem privodice pii rovno-
mérném kruhovém pohybu do primeéru (viz obr.) pfi¢emz:

a je délka priavodice (amplituda)

o je kruhova frekvence, tj. ihel, o ktery se otoci pruvodic¢ za 1 sekundu
x=owt (T = %7 je perioda, tj. doba jedné otacky (cyklu) pritvodice)

¢ je fazovy posun vzhledem k promitaci ose pii x = O (resp. t = 0)

1. o
f= 7 Je frekvence, kterd udévd pocet cyklii za 1 s

N\
ot
T Konkrétni pribéh funkci ve srovnani se zakladni funkei f: y = sin x.
‘)
)
y=3.sin €T+ﬂ/4)
y=a.sin(wt+) 1
3 .t
~-y=3.siny
y=sin o
w2 ,
P ot
T=1
T3

B Obdobné 1ze ziskat priibéh funkci odvozenych od goniometrickych funkci kosinus, tangens a kotangens.
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5.7.VZTAHY MEZI GONIOMETRICKYMI FUNKCEMI
VZTAHY MEZI GONIOMETRICKYMI FUNKCEMI DOPLNKOVYCH UHLU

B Pomoci jednotkové kruZnice, popf. z grafti goniometrickych funkci miZeme vyvodit tyto vztahy:

sinx=cos(%—x) cosx=sin(%+x) tgx=cotg(%—x) cotgx=tg(%—x)

T sin 60° = cos(90° — 60°) = cos 30° sin Z = cos (% _ %) =cos X
cos 30° = sin(90° + 30°) = sin 120° cos 2 =sin (% + %) =sinZ
tg 60° = cotg (90° — 60°) = cotg 30°

g cog( ) cote tg%:cotg(%—%):cotg%
cotg 15° =tg(90° - 15°) =g 75 - Sx

cotg%:tg(j—ﬁ)ztg

12
B Kazdou goniometrickou funkci libovolného argumentu x (pro ktery je definovana) lze pfevést na funkci argu-
mentu a€(0; 77/2):

Funkce
S argumentem x
sin x —sin cos a Fsin —cos o —sin
COS X cos a Fsin o —cos a +sin o cos o
tgx —tga Feotg o ttg a Feotg o —tg o
cotg x —cotg a Ftg o *cotg o Ftg o —cotg o
03 —ginr—%)=ginZ =L Smo_ LAy osE =L
MSIHT—SID(” 6)—sm6 =3 cos =% =cos 27 3)—cos3 =73
n /3 n
thTﬂ =tig@+yg)=tgg =1 cotgllTiZ =cotg 27 — g ) = —cotg% =—/3
VZTAHY MEZI FUNKCEMI STEJNEHO ARGUMENTU
B Pro pfipustna x plati:
_ sinx _Cosx _ 1
sin%x + cosZx = 1 tgx= B cotg x sin x = cotg x
Isin xI=M |cosx|=+2 Isinxl=+2 Icos xI=M
J1+tg% x J1+1g x /14 cotg™x /14 cotg® x
Pomiicka:

sinx

fgx

COSX




poznamka

Vztahy lze vyvodit napt. z definice

< < funket a jejich zndzornéni pomoci
SOUCTOVE VZORCE jednotkové kruZnice. “

B Pro kazdé x, y € R, pro ktera jsou funkce
definovany, plati:

sin (xty) = sin x - cos y £ cos x - sin y cotg (x + y)zw
cos (x+y) = cos x - cos y F sin x - sin y cotg y £ cotg x
tg (x + y) = t_gxirtgy sin (x + y) - sin (x — y) = cos’y — cos?x
IFtgx-tgy cos (x + y) - cos (x — y) = cos?y — sin’x
[ Napi. | sini:sin(l—ﬁ)=sin£~cos£—cos£~sin£— /2 (/3-1)
12 4 6 4 6 4 6~ 4 )
z /1 /3
te T +tg o 1+
I L S

_l—tg%wg% 1_1@

cos 2x = €08 (x+x) = cos x - cos x — sin x - sin x = cos’x — sin’x

VZORCE PRO DVOJNASOBEK A POLOVINU ARGUMENTU

B 7 vySe uvedeného prikladu vyplyvéa odvozeni vztahl pro dvojnasobek argumentu:

sin 2x = 2 sin x - cos x cos 2x = cos?x — sin’x

Pro pfipustné hodnoty plati:

2 2tg x cotg x —tgx _ cotg’x —1
tg2x = = = —

& cotgx —tgx 1—tg’x Bk 2 2 cotg x
T sinZ = 2sin £ - l_z.l.ﬁ_ﬁ g = 2 =—2 _-/3
Sy = SMg S g =<2 =2 3 cotg%—tg% ﬁ—@

Lo B g2z -3 _1_1 cotg % —tg %
cos 3 = cos® @ —sin* = = F -y =5 cotg%z 62 6 :@

Dale plati: cos 2x = cos 2x — sin 2x = 1—sin 2x—sin 2x = 1—2 sin?x = [sin x| = /@

. 1+ cos 2x
cos 2x = cos?x—sin?x = cos’x — 1 + cos’x = 2cos’>x — 1 = Icos x| = /%

B Pro pripustné hodnoty dostaneme:

|_ 1—cos x |tg£‘= f[l—cosx _ _sinx _ 1—cosx

- 2 2 l+cosx 1+cosx sin x
x|_ [1+cosx |cot 1’2 [l1+cosx __sinx _1+cosx

’COSZ‘_ 2 &9 l—cosx 1—cosx sin x

’sin

\STE
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T [1-/3 in I /3
msml_ll—cosg_ 1 /;_ 2-/3 2—-/3 W sin 3 Lzﬁ

127 2 T 2 w4 2 6 1+cos% 1+% 3

. 1 4 1
cos % — 1+cos3 _ 1+2:/z:£ cot l_1+cos3_1+—2_ﬁ
6 1 2 {2 4= g6_sm%‘/§“
2
SOUCTY A ROZDILY GONIOMETRICKYCH FUNKCI
B Pro pfipustné hodnoty x, y plati:
. Xty xX—y sin (x + y)
sin x + sin y =2 sin - CoS + L PR

Y 2 2 gxtigy COS X - COS y
. A x+y . x=Yy sin (y £ x)
sin x — sin y = 2 cos sin s — SHCN/En00)

y 7 2 cotg x £ cotg y T
cosx+cosy=2005x;y~cosx;y cosx+sinx=/§~sin(%+x)=/§-cos(%—x)
Cosx—COSy=—ZSinx;y'Sinx;y cOS X —sin x = 2‘cos<%+x)=/§~sin(%—x)

T, T T
7_1,_7 @~ _ v
M _he 3 6. 376 _soom m_,/2./3_/6
[ Napt. ] s1n3+s1n6—231n 5 cos 5 —2s1n4cos6—2 R )
T, T
cos%—cos%: 2sm326-sin326=—25in% sm%=—2~§~%=f§
T in
tgletgEzsm(3+6 _ sin 5 1 :i:‘lﬁ
3 6 cos%-cos% cos%cos% %73 /3 3
T sinZ— in (& L) = i =
cosz+51nz—/§sm(4+4)—/§sm 24—/§ 1=/2
= 2005(%—%):/50030:/@1:/5
cos%—sin%:ﬁcos(%+%)=/§cos%=/§-0=0
=/2sin(Z ~Z)= /25in0=,/2-0=0

SOUCINY GONIOMETRICKYCH FUNKCi

B Pro ptipustné hodnoty x, y plati:

sinx-siny:%[cos(x—y)—cos(x+y)]

cosx~cosy=%[cos(x—y)+cos(x+y)]

tgx+tgy

_ tgx—tgy
cotg x +cotgy

cotg x —cotg y

tgx-tgy=

cotgx+cotgy  cotgx—cotgy

cotgx-colg y = tgx+tgy tgx—tgy

sinx-cosy=%[sin(x+y)+sin(x—y)]

cosx~siny=%[sin(x+y)—sin(x—y)]

tgxtcotgy  tgx—cotgy
cotgx+tgy  cotgx—tgy

tgx-cotgy=

cotgx+tgy  cotgx—tgy

COtgx‘COtgthgx+cotgy_ tg x — cotg y




poznamka

V praxi se uZivaji i dalsi vztahy,
které 1ze vyhledat v tabulkach,
popft. odvodit.

e 1 T _ T T T 1 4 z]_1.(/3 ) /3
MS1H—3 SlI'l—6——2 COS(—3——6)—COS(—3+—6)]——2[COS—6—COS—2]——2 (2 0= 4
_2~ 1 _‘z—l H = = | — 1 = - = —l 1 [ 1 _—l _l —i
cos 3 s1n6—2[s1n(3 6) sm( 6]_2[Sm2 Sm6]_2[1 2]_4

cotg%—i—cotg% 3
A T /3
RN SVA R

cotg % - cotg % =

3
n P n e
O cos nx = cos"x — 5 cos" " x -sin® x + 4>cos” “x-sinfx — ...
4

cos 4x = cos’x — | _ | cos’x - sin’x + sin*x = cos’x — 6 cos’x - sin x + sin’x

2

n s
cos" ’x-sin®x—...

) n L
[ Napt. | smnx:(l)cos" "y - sin x —

n P
3)cos” *x - sin’x +

sin 4x =4 cos’ x - sin x — 4 cos x - sin” x

5.8. GONIOMETRICKE ROVNICE

Goniometrickymi rovnicemi nazyvame rovnice, které kromé konstant obsahuji nezndmou x
nebo vyrazy s neznamou X jako argumenty jedné nebo nékolika goniometrickych funkci,
tj. rovnice tvaru: f{sin x, cos x, tg x, cotg x, x) = 0.

Zakladni goniometrickou rovnici s neznamou x je rovnice tvaru f{x) = c,

kde fje goniometricka funkce, c je realné Cislo.

poznamka

® Goniometrické rovnice feSime numericky nebo graficky.

@ Pii numerickém feseni prevedeme goniometrické funkce s pfipadnymi riznymi argumenty na funkce
s tymZ argumentem a ziskdme zékladni goniometrické rovnice. Déle postupujeme takto:

I. Najdeme pomocné feSeni x’ rovnice f (x') = lcl, leZici v intervalu 0; 72/2). Takové feSeni je nejvyse
jedno, nebot kazd4 goniometricka funkce je v tomto intervalu monoténni. (Pokud neexistuje x’, které
vyhovuje rovnici fix") = Icl je feSenim goniometrické rovnice prazdna mnoZina).

II. Je-li rovnice f{x") = Icl feSiteln4 v intervalu {0; 77/2), uréime obecné feSeni ptivodni rovnice
(nejprve v periodé, pak v celém defini¢nim oboru, popf. pro x ze zadaného intervalu).

I11. Reseni ovéfime dosazenim do vychozi rovnice a zapiseme vysledek.
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@I Reste pro x&(—2m;27): sin 2x = sin x.
a) grafické reseni
v
N\ Vv
y=sin 2x y=sin x ]
\37/2 N2, \a/2 32,3
2n -57/3 ‘T 0 x/3 \/T\M” X
-1
_{—27:, 5—”;—n; 3,0,3,71,53,271}

b)numerické reseni

sin2x =sinx=2sinxcosx —sinx=0=sinx-(2cosx—1)=0

I. Pomocné feSeni: sinx =0
(I. kvadrant) sin x’, = 10l
x,=0
I1. Reseni pro x&{—27;27):
K, ={-27;—7;0; 7;2n}
1L Vysledek: K = K UK, = -{—2n; - ST” —m;—

@I Reste numericky v R: 7 cos x+2 sin?x — 5 = 0.
Teosx +2 (1 —-cos?x)—5=0=2cos’x—Tcosx+3=0

3
/
N2

7+/49-24 _

(cos x); , = 7

cosx, =3
L. Pomocné feSenti: cos x; = I3| =
II. Obecné feseni (I. kvadrant): K

IIL. Vysledek (v R): K=K UK, =

x| neexistuje
=0
Y ;

13

nebo 2cosx—1=0
cosx', = ‘%‘
3
x¥,=3
_( Sn._ TS
K2_ _?3 3’333}
/4 b4 5m.,. 1
3,0,3» ’T’ZHJ

cosx %1

_ 4
cos 3, =[] 5 =3
KZ—{3+2k7r, + 2km} ANkEZ

+ 2km; 53” + anl AkEZ

@I Reste numericky v R: 2 sin x cos x = cos 3x - sin 2x.
sin 2x — cos - 3x sin 2x = 0 = sin 2x - (1 — cos 3x) = 0

sin 2x, = 0
I. Pomocné feSeni: sin 2x", = |0l
2 =0

II. Obecné feleni: 2x, = 0+kw = x, = k- % ANkeZ

nebo

K, ={k-Z}AkeZ

|

lk

III. Vysledek: K=K UK, =

27,
3

I —cos3x,=0
cos 3x', = I1I
3x',=0

K,={k- 2L} AkEZ

]
k- 2IAkeZ

3x,= 0+ 2k = x,= 242 £ ke
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T Reste pro a € (0°5360°): 2 sin a + cos a = 2.
1. zpiisob TeSeni
Rovnici pfevedeme na tvar cos & = 2 — 2 sin o.. Ob€ strany této rovnice umocnime dvéma (*neekviva-
lentni diprava) a dostaneme rovnici cos*a = 4 — 8sin o + 4sin*« a tu dile upravujeme:
1 —sina =4 -8sina + 4 sin*a
S5sinfa —8sina+3=0

4+ /165, 1
5

(sina),,=

N3
> 3
I. sin a’l =1l sin ot’2 = ‘3
o) =90° o, =36°52'
I o =90° o, =36°52
a,, = 143°8’

II.  Zkouska (*nutna) dosazenim do piivodni rovnice zjisti, Ze o,, rovnici nevyhovuje.

Vysledek: K = {36°52;90°}

2. zpuisob reseni
Rovnice typua - sin o + b - cos & = ¢ A a,h€R — {0} lze Fesit pomoci substituce tg 3 = b/a.

2sina+cosa:2/:2:>sina+%cosa:l

Po zavedeni substituce tg 8 = % = $=26°34" plati:sina +tgf-cosa =1
sin 3
cos B

sin a - cos B + sin B - cosa = cos B = sin (@ + B) = cos B

sin(a + B) = cos 26°34’ = sin(a + B) = 0,8944

(o + B), = 63°26" = a, = 36°52’ .
@+ ), = 116"34' > a, = 90° poznamka

Ekvivalentni upravy = zkouska neni nutna.

sin a + cosa=1/-cos B

Vysledek: K = {36°52';90°}

5.9. TRIGONOMETRICKE RESENi OBECNEHO TROJUHELNIKU

Oznaceni:

A,B.C ...vrcholy trojihelniku ABC r ...polomér kruZnice opsané
o, B,y ...velikosti vnitfnich dhl 0 ...polomér kruZnice vepsané
a,b,c ...délky stran trojihelniku CZ  ...cyklickd zdména

S ...obsah N\

0 ...obvod C/"’) Y/’O‘>
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zapamatuj si

a
r=—
2sin a

Plati: S = %a -b-siny (CZ),

Kosinova véta (sss, sus): a°=b*+c¢*—2b-c-cosa (CZ)

(672

a b G

Sinova véta (usu, Ssu): — == =— =2r
sino  sinf siny
a—p
tg =
. .a—b _ 2 a+p _ Y

Tangentova véta (sus): atb- _atp’ tg = cotg 2 (CZ)

tg 5

i ; can & _ [5=0)(s=b) a_ [=b(s—0)
Mollweidovy a Cagnoliovy vzorce: sin il B ve— (C2), tg 5= —d) (C2)
oL By _ . a_ [s(s—a) a_ P

sin5:cos —y—=a:(b+c) (C2), cosgy=]=7—= (C2), 3=—"— (C2)
poznamka

Slozitéjsi tlohy o trojihelniku, ve kterych se vyskytuji i dalsi prvky (napf. t€Znice, vysky, osy
uhld atd.) pfevadime zpravidla na dlohy o zékladnich prvcich trojihelnika. Trigonometrické
ulohy o mnohothelnicich i prostorovych ttvarech (télesech) feSime prevedenim na ulohy
o trojuhelnicich.

T Urcete strany a vnitini thly AABC, je-li:
a= 81,2cm,b=118 cm, o = 38°20'".
Resent: ProtoZe a > b - sin o m4 tiloha 2 feSeni.
AABC ma zadany dvé strany a velikost dhlu leZiciho proti jedné

ze zadanych stran = uZijeme sinovou vétu: sin = %

-sin 38°20 =64°20"Ay=180"—(a + B) =77°20’
sing = 118em sin3820° _ i\ 5+ 901327 p=6d20' Ny = 180"~ (o + p) = 7720

81,2 cm B =11540" Ay =180 —(a + B) =26
__a-siny _a-siny _81,2cm-sin77720" . T
C=—ng ~C= sna = SN 3820 =127,7cm  Splnéno:a < B<yea<b<c
o a'-.sin,y' _812cem ~°sin/26° ~57.4cm ad<B<yed<lb<c
sina sin 38°20

Pro A ABC plati: a = 81,2 cm, b = 118 cm, ¢ = 127,7 cm, a = 38°20’, B = 64°20", y = 77°20’
neboa’ = 81,2cm, b’ =118 cm, ¢’ = 57,4 cm, a = 38°20", B = 115°40", y = 26°.

@I Urcete vyslednici dvou sil F| = 50N, F, = 35N, jestliZe sily
sviraji thel € = 60° (viz obr.). 9
Reseni: AABC je urcen podle véty sus = uZijeme kosinovou vétu:

FP=F'+FE —2F E-cos(180°—¢)

F=/50>+35"—2-50-35-cos 120°N = /2500 + 1225 + 1750 N = 74N

Vyslednice ma velikost asi 74N.

WGAOVENT 85



I V trojihelniku ABC je: a = 12,5 cm, b = 5,3 cm, y = 24°15’. Urcete vnitini Ghly trojuhelniku.

Reseni: AABC je uréen pomoci véty sus = lze uZit tangentovou vétu (nebo vétu kosinovou).
a—p

tg ,

S 2 _a-b a—pB_12,5-53 ( 0_24"15)

a1 B arb 7 TTastsselP T )=

2

te

a—p 72 - B
2 717, 8 2 = 62733 a=139°543"

B=15°50'57"

=tg

’ZL B _ 17507307

Vnitini dhly AABC jsou: o = 139°54'3", B =15°50'57", y = 24°15'.

(ET® Urcete vnitini thly AABC, je-li: a = 52,46 cm, b = 39,37 cm, ¢ = 45,21 cm.
Reseni: AABC je uréen pomoci véty sss = lze uZit kosinovou vétu nebo vzorce pro poloviéni ihly.

s _a+b+c_ 52,46 +39,37+45,21

7= > = > cm=68,52 cm
o [(s=b)(s=c) _ [(68,52—-39,37) (68,52 —45,21) . a
sin3 —/ e —/ 39374521 =0,61786 = & 5 =38936"=>a=76°19'12"
ﬁ /(s—a) (s—c) (68,52 —52,46) (68,52 — 45,21) . B . ren gr2ar . ARAQ
52.46 4521 —0,39729:2_232433 = f=46°49'06
Y =180°—(ax + B) =56°5142"
Oveéreni:
i /(s—a) (s—b) (68,52 — 52,46) (68,52 —39,37) . Y _ haencraqr &= 1'47"
sm 52.46 3937 —0,47700:2_28 25'51" =y =56°51'42

Plati b<c<a=pB<y<a
Vnitini dhly AABC jsou: o = 76°19'12", B = 46°49'06", Y = 56°51'42".

T Odvodte vztah pro uréeni vysky h (viz obrazek), znate-li:

a)a,B,v,s @

Reseni: (1) h=x-sinx

_..Sine
2 sino

(3)e=pB+(180"-7)

do=y-a

s-sin a-sin(y — B)

Odtud: /2 = -
sin(y —a)
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b)y,& 90, s @

Reseni:(1)h=1z-tg €
(2)z=s-sind/sino =
=s-sin§/sin (180° — (y + 8)) =
=s-sind/sin(y + 9)
., _s-sind-tge
Odtud: /1 = Sn(y +0)

| Cviceni B

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

Vyjéadfete v mife stupiiové:
n.5n, In, 11z, 137

4737100156
Velikost tihlu vyjadfenou v radidnech prevedte
na stuptiovou miru: z; 1; 5; 100; /5

Vyjédfete v radianech: 36°; 105°; 156°; 315°

Urcete hodnoty vSech goniometrickych funkci
v pravouhlém trojihelniku ABC, ktery ma polo-
mér kruZnice opsané r = 2,5 m, délku odvésny
b = 4 m a pravy uhel pfi vrcholu C.

RovnobéZnik ma obsah 96 cm?, dhlopfic¢ky maji
délky 24 cm a 13 cm. Jaky uhel thlopricky
sviraji?

Urcete defini¢ni obor funkce, pak sestrojte jeji
graf:

sinx
[sin x|

fiy=- Ax €{—2m;27)

Ovéfte, zda pro vSechna redlna x, pro ktera jsou
vztahy definovany, plati:

l+tgx _  cos2x
4 1—tgx  1—sin2x

.2 2
sin“x + cos"x + cos x + cos 2x
sinx + sin 2x

b) =cotgx

sinx —cosx _ 1—cotgx
€) sinx+cosx 1+ cotgx

59

5.10

5.11

5.12

sin(Z + x) —sin(Z — x)

4 4
d) =tgx
cos(%+x)+cos(%—x)
2~cotg%-sin2%
Tx ok X
cos™ 5 —sin” 5

sinx siny — cos (x — y)
cos (x + y) — cosx cosy

=cotgx - cotgy

cos X + cos 5x — cos 3x
&) sinx + sin 5x — sin 3x

= cotg 3x

Urdete vSechna x € (0;27), pro ktera plati:
a) Isinxl =~

b) tgx=—1

c) lecotgxl =1

Reste pro x € (0;27):
a) 2sin’x+ 3cosx=0
b) sin*x + 3 cos’x + cos x = tg x - cotg x

Reste v R: {
inx= sinZ _ L

lzz) |smxl_ 511n6 2

) lcos x =5

Reste v R:

a) tgx—sin2x=0

b) sin x - cos x = sin?2x

c) sinx—sin2x-sin3x =0

d) 2cos(2x—%)=ﬁ

Urcete vnitini Ghly trojihelniku ABC,

je-lia=13cm,b=14cm,c = 15 cm.
Jaky je obsah tohoto trojihelniku?
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Crest E

5.1 Plati:
a) sin 45° < cos 45°
b) tg 45° = cotg 60°
T p4
c) sin 7 =cos 4

d) tg L% 7” = cotg 2

5.2 Neplati:

a) tgllﬂ >0

b) cos? >th

) sinSTﬂ >tg5—”

hY/4

d) cotg >cos 3

5.3 Hodnota tfi z funkcif: y
fry=twgxf:y
pro uhel x:
a) z prvniho kvadrantu
b) z druhého kvadrantu
¢) z tfetiho kvadrantu
d) ze Ctvrtého kvadrantu

=sinx,f;y

5.4  Prox €{0; w) maji grafy funkci
firy=sinx, f;:y=4"sin2x:
a) pravé jeden spole¢ny bod
b) pravé tfi spolecné body
¢) alespon Ctyfi spole¢né body
d) nekonecné mnoho spole¢nych bodi

5.5 Pro pfipustné hodnoty x, y plati:
a) sinx +siny = sin (x +y)
b) sin x —siny = sin (x —y)

1Y gin XY

c) cosx—cosy——Zsmx 5
-y
2

2
d) cosx+cosy=2sm Yy

COS

2
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= cos x,
= cotg x je soucasné zdporna

5.6

5.7

5.8

59

5.10

Obsah trojuhelnika ABC, pro ktery plati:
a=5cm,b=4cm,y =30 je:

a) 5cm?

b) 4 cm?

¢) 8 cm?

d) 10 cm?

ReSenim rovnice

sin® & + cos’ 2 =2sin% - cos 3 A x €(0;27) je

2 2 70083
Q) K= {kx AkEZ}
-l

o K= {% 34}
e

Urcete vSechna x € R, pro kterd plati
cos?x —sin?x = 0.

Urcete viechna xe(—%; %), pro kterd plati
cotgx =1 Asinx <1/2.

Urcete velikosti sil F, a F, na naklonéné roviné
pomoci thlu a a vyslednice F,.




6. Elementarni geometrie
6.1. ROZDELENi GEOMETRIE, ZAKLADNi GEOMETRICKE POJMY

B Geometrie vznikla a rozvijela se na zakladé potieb fesit ulohy, které souvisely napfiklad se stavebnictvim,
s moreplavectvim, s astronomii, s uréovanim obvodi, ploch, objemt atd. Prvni zdafily pokus o axiomatickou
vystavbu geometrie ucinil ve 3. stoleti pt. n. 1. Euklides, ktery ve tfinacti knihdch zvanych Zaklady — utfidil
zakladni geometrické poznatky do prehledného systému, v némz ze zakladnich pojmu a tvrzeni (axiémui) vy-
vodil dal§i pojmy a logicky dokazal platnost novych vyrokii. Uplnou soustavu axiémi euklidovské geometrie,
kterou pouzivame prakticky dodnes, publikoval roku 1899 matematik Hilbert v knize Zéklady geometrie. Tato
soustava vychézi ze zakladnich pojmt bod, pfimka, rovina a umoziuje dokézat véty uzivané v elementdrni
geometrii a zavést mnoziny bod na p¥imce (napf. polopfimku, dse¢ku), v roviné (napf. thel, trojihelnik,
n—1ubhelnik, kruh atd.) a v prostoru (napt. hranol, vilec, kouli a dals§i geometrickd télesa).

@I Prvnich pét Euklidovych postulatt 1ze vyslovit takto:

I.  Dvéma riiznymi body Ize vést vZdy jedinou pfimku.

II. KaZdou usecku lze neomezené prodlouZit.

III. KaZdému bodu Ize opsat kruznici s libovolnym polomérem.

IV. VSechny pravé ahly jsou shodné.

V. Kazdé dvé piimky protaté v roviné tieti piimkou, kterd s nimi na téZe stran€ svird vnitini (ptilehlé)
uhly, jejichZ soucet je mensi neZ dva uhly pravé, se po prodlouZeni protinaji na té strané teti
ptimky, na niZ leZi dhly (pfilehlé) o souctu mensim nez dva dhly pravé.

@ET Usecka je prinik dvou polopiimek: @ A B
—AB =—~AB N —BA

Kruznice je mnozina vSech bodi v roving,
které maji od pevného bodu S (stfed) 9
konstantni nenulovou vzdalenost r (polomér).

B V 19. stoleti pronikl do geometrie vyraznéji aparat
vybudovany v jinych ¢astech matematiky a objevily
se tzv. neeuklidovské geometrie (Lobacevskij, Bolyai),
které vychézely z jinych axiomu.

B Geometrie—=" rovin€ — planimetrie

v prostoru — stereometrie
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6.2. UHLY

® Uhel konvexni <L AVB nekonvexni X AVB
je prunik dvou polorovin: je sjednoceni polorovin opa¢nych k polorovindm
<L AVB = — AVB N — VBA — AVB a— BVA

"\
N B\

konvexni Ghel L AVB nekonvexni Ghel (3. AVB

\Y

B Velikost ihlu (I<C AVBI = o) se v planimetrii udava zpravidla ve stupnich (°), minutdch (') a vtefindch ("):
s 2,5° =230

10°15"=10-60"+ 15" = 615’
3°10'15” =3 -3600" + 10 - 60" + 157 = 11415’

zapamatuj si

Rozdéleni vhlua podle velikosti

Uhel
[ |
konvexni nekonvexni
(0°s = 180°) (180° < a = 360°)
[ I I | |
nulovy kosy pravy primy plny
(= 0°) (o =90°) (o = 180°) (or =360°)
[ 1
ostry tupy
0°<a<90°) 90° < o <180°)

I 1< AVBI = 60° thel ostry
<L AVBI = 90° tihel pravy (oznacujeme & a jeho velikost R) konvexni
<L AVBI = 120° thel tupy

IKAVBI = 210° tihel nekonvexni
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B Rozdéleni dhla podle polohy

Uhly sty¢né Uhly vedlejsi Uhly dopliikové Uhly vrcholové
(soucet je piimy thel) (soucet je pravy uhel) (shodné velikosti)
(04
soucet 180" shodné shodné
P A, B B B B
/ / ] 7 / "
Uhly pfilehlé Uhly souhlasné Uhly stiidavé

B Pro trojihelniky plati: C
B Soucet velikosti vnitfnich Ghll v trojuhelniku je 180°: 9 9@

o+ B +y =180 B>

B Velikost vnéjsiho thlu trojihelniku je rovna souctu
velikosti vnitfnich thld u zbyvajicich vrcholu: o JA ;
Y

=Bty B eatry —atp RCY B\Y >~

B Proti shodnym strandm leZi shodné thly a naopak.
B Proti vétsi strané lezi vétsi dhel a naopak.

B Pro konvexni n—ihelnik plati: A
W Soucet velikosti vnitfnich ahli kteréhokoli konvexniho (p)

n—uhelniku se rovna (n — 2) - 180°.
AL%)

zapamatuj si

B Pro kruznici plati:
Znaceni thla: B ... obvodovy tihel prislusny k oblouku AB
(jeho vrcholem je libovolny bod kruZnice, ktery

nenalezi k danému oblouku AB)

o ... stiedovy tihel prislusny k oblouku AB (jeho
vrcholem je stfed kruZnice a ramena tvoii polo-
pfimky — SA a —SB; uvnitf tohoto thlu lezi cely
oblouk AB)

Y ... tisekovy tihel prislusny k oblouku AB (y =)

kruznice
v bodé B

1,



B Vlastnosti thli v kruzZnicich:
V kazdé kruznici je velikost obvodového thlu (dsekového thlu) rovna poloving velikosti stfedového
dhlu pfislusného k témuZ oblouku.
Kazdé dva obvodové uhly pfislusné k témuz oblouku kruznice maji shodnou velikost.
Obvodové thly pfislusejici k pulkruznici jsou pravé (Thaletova véta).

(ET Urcete velikost nejmensiho thlu v trojihelniku, jehoZ vrcholy na hodinovém ciferniku spojuji ¢islice 5,
10a12.

Reseni: Nejmensi tihel bude u ¢islice 5. Je to
obvodovy iihel ptislusny k oblouku
spojujicimu 10 a 12, k némuz pfislusi
stredovy iihel o velikosti 60°.
Hledany iihel ma velikost 30°
(polovina thlu stiredového).

o o B B
@I Dopoditejte velikosti vyznacenych thli: > A B\ﬂ h
Reseni: & = 90° = 70° = 20°

a=45§=20° ... uhly souhlasné
Y =90° ... thly vrcholové } o+ p+y=180°

pB=170° ... Uhly stfidavé

B =180°— B =110° ... uhly vedlejsi

o' =180° — a =160 ... uhly vedlejsi

B =B=70° ... thly vrcholové

Velikosti thli jsou: a = 20°, o’ = 160°, = 70°, B’ = 110°, B’ =70°, y = 90°, 5 = 20°.

6.3. TROJUHELNIK

B Trojihelnik je pranik tfi polorovin: AABC = — ABC N — CBA N+~ ACB.
B Trojuhelnik je jednoznaéné urcen, jsou-li zadany jeho urcovaci prvky:
a) délka strany a velikosti dvou k ni pfilehlych dhld, jejichZ soucet velikosti je mensi nez 180° (véta usu)
b) délky dvou stran a velikost thlu jimi sevieného (véta sus)
c) dvé razné délky stran a velikost hlu protilehlého k delsi z nich (véta Ssu)
d) délky ti stran, pro néZ plati trojihelnikova nerovnost la — bl < ¢ < a + b (véta sss)

B Znaceni:

A, B, C ...vrcholy

a, b,c ... strany

o, B,y ... vnitini Ghly
o, B,y ... vngjsi thly

v, v, v, ... vySky (kolmice spust€na z vrcholu
k piislusné strang, V — prisecik vysek)
t.t,t ... t&%nice (pfimka spojujici vrchol se stfedem

— déli téZnici v poméru 2:1)
0,0, 0, ...osystran (0 = 0No,No_je stfed kruZnice opsan€)
0, 04 0, ... 08y Ghll (S = 0,No,No, je stied kruZnice vepsané)

s, s ... stfedni pficky (spojnice stfedi stran)
r ... polomér kruZnice opsané
0 ... polomér kruZnice vepsané
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Trojthelnik

A AN

ostroihly pravouhly tupoiihly rovnoramenny

rovnostranny

a a
B cyklicka zaména CZ / ) / )
Y C
\_, B \_, b

zapamatuj si

B V trojihelniku plati:

Uhly a+pB+y=180°
oa=p+y (CZ)
Obvod O=a+b+c poloviéni obvod s = % = %’HC
. a-v, 1
Obsah §=2+ S==5* (C2) S=5

B B Y

~a-b-siny

(C2)

S= tag— tg5-tg %; S=g%otg%~cotg§-cotg7; S =2r’sino sinf-siny

¢ abc _— ,
=74 (r...polomér kruZnice opsané)

S=/s(s—a)(s—b)(s—c) Heroniv vzorec

S=p-s (p... polomér kruznice vepsané)

__b __c¢c _
Véta sinova sina ~ sinB "~ siny ~

(Trojtihelnik ur¢en podle vét usu, Ssu.)

Véta kosinova a*=b>+ c2—2bccos a (CZ)
(Trojihelnik uréen podle vét sss, sus.)

tga_ﬁ ﬁ / '

Véta tangentovd 4=0 = 2 _(cz); g2 ocotgl ()N

éta tangentovd  9—2 tga+ﬁ( ) g cotgx (CZ) o
2

(Trojihelnik uréen podle véty sus.)

Uhly tg%=ﬁ (CZ); sin§ = m (CZ), cosg=

a;ﬁ a—b sina_’B
c =y @ T =
sinj cos

(CZ)

R

—4) ()
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@I Sestrojte A ABC, je-li dano s, = 2cm, s, = 3cm, s, = 4 cm. Pak vypoctéte jeho obvod, obsah a velikosti
vnitfnich dhli. Urcete velikosti polomért r, .
Reseni: Konstrukce vychazi z vlastnosti stfednich pficek, které jsou rovnob&zné s prisluinou stranou a maji

polovi¢ni délku nez tato strana:

C

KONSTRUKCE: 9
1.ASS.S, (sss) S
2.c;S.€ cAcliSS, 2 " Sa
3.a;S € anallS S,
4.b;S,€ bAbLISS,
5.A ABC §

A s. ' B
VYPOCET:
a=2-s,=4cm, b=2-5,=6cm, c=2-5,=8cm
O=a+b+c=4+6+8cm=18cm s=%=9cm

S=/sGs—a)(s—b)(s—c)=/9-9—4) (9—6)-(9—8)cm’ = /135cm* =11,62 cm’

_abc_ 4-6-8 _ 48 _48-/135 .
=4S _4-/ﬁcm_/ﬁcm_ 135 cm=4,13cm

s _ /135

—Tcm£1,29cm

===
. _[=b)(s—=c) _ [(9—6)(9—18) . AQoc’
s1n%—/ —/ 6.8 -a =28°57

bc

singz/(s_azgs_c) = [O=0=8)_ 5 = 4635

Y =180" — (a — ) =104°28’

Obvod je 18 cm, obsah /135 cm?, o = 28°57', B =46°35",y =104°28',r = 4,13 cm, o = 1,29 cm.
7

zapamatu;j si

B Pravouihly trojihelnik
Uhly:y =90°, a+p=90", sina=% cosa=L 1ga=
Obsah: S = a_2b

Pythagorova véta: ¢ = a* + b?

s

_b
cotga—a

SHIS

Euklidova véta
W provysku:  v:=c,.c,
(Obsah ctverce sestrojeného nad vyskou

pravouhlého trojihelnika se rovna obsahu

obdélnika sestrojeného z obou useki na pfeponé.) A
B pro odvésnu: a*=c . c, bP=c.c

(Obsah ctverce sestrojeného nad odvésnou pravotihlého

trojuhelnika se rovna obsahu obdélnika sestrojeného z ptepony a tiseku odvésné prilehlého.)

. .. P .. c
Polomér kruznice opsané (Thaletova kruznice): r = 5



T Sestrojte usecku délky /8j (stfedni geometricky imérna; geometricky prameér).

W

Euklidova véta o vysce

Euklidova véta o odvésné

< C
: ch o o2
\/EJ V|
A S [ - 5  Ng
ca'cb
/8 =/42 /8=/5-1,6

Pythagorova véta

02
C
b]?j. \gj
A 3 B
CZ
/gz /32_12

zapamatuj si
B Rovnostranny trojihelnik

Strany:a=b=c
Uhly:a =B =17 =60°
Vyska: v:%/g
Obsahzsz%z%z‘/§

Polomér kruznice opsané: 7 = % /§ (r =

Polomér kruznice vepsané: 0 = % /3 (Q

I Do kruZnice o poloméru r je vepsan pravidelny Sestitihelnik. Vyjadiete obsah tohoto Sestithelniku

pomoci poloméru r.

Reseni: Pravidelny Sestithelnik vepsany do kruZnice
o poloméru r ma stranu délky r. Lze ho tedy
rozdélit na Sest rovnostrannych trojuhelniki
se stranou délky r.

Obsah jednoho z téchto trojihelnikd je
2

Sa= rz . /§
Obsah Sestithelniku je

S=6»SA=3§2/§

W
r
r r
s
r
r r r
2 V3
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6.4. CTYRUHELNIK

B Ctyfdhelnik lze vytvofit sjednocenim dvou
trojuhelniki ABCD = A ABC U A ACD 9
B Znaceni:

A,B,C,D ... vrcholy

a b cd ... strany

o, B,v,96 ... vnitini dhly
e f ... uhlopfricky

® Ctyiihelnik

konvexni B vSechny vnitfni Ghly jsou konvexni

nekonvexni mé nekonvexni vnitini thel

B Rovnobézniky (zahrnuji pod sebou obdélnik, ¢tverec, kosodélnik a kosoétverec) jsou zvlastni piipady kon-
vexnich étyfuhelniki, pro které plati:
B protéjsi strany maji stejné dlouhé a rovnobézné

jsou stfedoveé soumérné

uhlopficky rovnobéZniku se navzijem puli

soucet vSech vnitfnich dhla je 360°

rovnobéZniky — pravouthelniky — v§echny vnitini thly jsou pravé (obdélnik, ctverec)

— kosotihelniky — dva vnitini tihly kosé (kosodélnik, kosoctverec)

zapamatuj si

B Rovnobézniky

Obdélnik D a C
Obvod: O = 2(a + b) ° :
Obsah: S = ab 9 S

Uhlopticka: u = /a* + b* i AT a 78
T2

= . a u
Polomér kruZnice opsané: r = 7=

Kruznice vepsana neexistuje.

Ctverec
Obvod: O = 4. a1

Obsah: S = a* = ~ u’

. 2
Uhlopfticka: u =a /2 9
Polomér kruznice opsané: 7 = % = % /2 u
Polomér kruznice vepsané: 0 = %




zapamatuj si

Kosodélnik D a C
Obvod: O = 2(a + b) £

Obsah:S=a-v;S=a-b-sina 9 b b
Uhly: o + B = 180°

Nelze mu kruznici ani vepsat, ani opsat. (o4

Kosoctverec D
Obvod:0O=4.a 4
Obsah: S =a-v; $=L s=a.sina » v ST ° 4
Uhly: o + B = 180° a

Lze mu vepsat kruznici. A

Lichobéznik d
Obvod:O=a+b+c+d E/m X
@
a

Obsah:S:aTHv:m-v 9

... stfedni pficka lichobéZniku)

(mza;(f

Deltoid

je soumeérny podle osy AC a ma
uhlopficky navzijem kolmé. 9
Obvod: O = 2(a + b)
Obsah: § = 7/

Tétivovy ctyitihelnik
je Ctyfuhelnik, kterému l1ze opsat kruznici. 9
Plati a + y=B8+ 6

Tecnovy ¢tyiihelnik
je Ctyfuhelnik, kterému 1ze vepsat kruZnici. 9
Platia+c=b+d




X
D C
5 Zapiste postup konstrukce obdélnika k
ABCD, je-li dano u, a + b. 45° o
Resenti: Princip feSeni tlohy vychdzi U b
z rovnoramenného A BB'C. })
1. AB;IABl=a+b
. LABX; IXAB'X| = 45° a X b (s
ckk=(As0=u) A a+b B’/—Y B'

. L B'CY; IB'CYI = 45°
. B;B=~AB'Nn~CY
. ABCD; A ABC doplnime na rovnobéznik ABCD

(Je mozny i jiny zptsob feSeni, napf. s vyuZitim osy o atd.)

2
3
4. C;C=kn~-BX
5
6
1

6.5. n-UHELNIK

B Obecny n-tihelnik

Pfi feSeni tloh o n-thelniku postupujeme zpravi-
dla tak, Ze dlohu prevedeme na tlohu o ttvarech,
ze kterych lze n-uhelnik sjednocenim vytvofrit a b
(trojuhelniky, ctverce, obdélniky atd.)

zapamatuj si

B Pravidelny n-tihelnik
Obvod:O=n.a

co_,.a .,_00
Obsah: S=n E o= T
Pocet uhlopricek: u = w

Soucet vnitinich ahla: (n—2) . 180°

Lze mu opsat i vepsat kruZnici.

6.6. KRUZNICE A KRUH

B KruZnice je mnoZina v§ech bodu v roviné, které maji od bodu S (stfed kruznice) konstantni nenulovou vzda-
lenost r (polomér kruZnice).

B Kruh je mnoZina vSech bodi v roviné, jejichZ vzdalenost od bodu S (stfed kruhu) je nejvyse rovna kladnému
¢islu r (polomér kruhu).
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Reseni:

zapamatuj si

Délka kruznice: O = 2zr = nnd

2
Obsah kruhu: S = 7r —nd

pramér d
(t&tiva, kterd

Délka kruhového oblouku: ¢ = 360 obsahuje stfed S)

(a v mife stupiiové)

@@ Ctverci o strané délky 3 cm opiste kruZnici k.

Pak vypoctéte:

a) délku kruZnice k

b) obsah kruhu, ktery je urcen kruZnici k

c¢) délku kruhového oblouku, ktery na kruznici vymezuji
sousedni vrcholy Ctverce

—u_3 /5.
r_z—zﬁcm
a)0=272r=3/27cm

b)SZﬂI’z:%ﬂ cm?

2nr 1
360° 190°= 2

c)a= ﬂr:%ﬁﬂcm

B Kruhova vysec¢ je pranik kruhu a dhlu, jehoZ vrchol je ve
stfedu kruhu.

arto _Ir

Obsah kruhové vysece: § = 360° =2

(1 je délka prislusného oblouku kruznice, o je velikost piislusného
stfedového tihlu v mife stuptiové)

Kruhova isec je prinik kruhu a poloroviny, jejiz hrani¢ni
pfimka ma od stfedu kruhu S vzdélenost mensi neZ jeho polomér.
Obsah kruhové usece se rovnd rozdilu obsahu kruhové vysece

a obsahu trojuhelnika ASB:

2
S= [l r—t-(r— v)]:%(%—sina)

l\)l

Mezikruzi je mnoZina vSech bodu v roving, které maji od
pevného bodu S zvaného stfed mezikruZi vzdalenost alespoti
r anejvyse R.
Obsah mezikruzZi:
S=r(R-r)=1rm*-

d2)=%7r(D—d)(D+d)

A —kruhovy oblouk

—+
(08
=+
<
o]

[ve)
sjednocend kruznice
a jeji vnitini oblasti

N

kruh

kruznice
vnitfni oblast kruznice
Y vn&jsi oblast kruznice

D C
v
>
A B
kruhova
vyseC

B kruhova
Usec

§|’qu
mezikruzi

vnitfni
polomeér
mezikruzi

vneJS| polomér
mezikruzi

“mezikruzi




secna

IMS|=v B kruznice
MOCNOST BODU KE KRUZNICI \ i - - .f ;
M T teCna ke kruznici

IMTP? = IMAI . IMBI = v? — 72

EE® UZiti mocnosti bodu ke kruznici
pfi konstrukci te¢ny vedené Thaletova

z bodu M ke kruZnici k. kruznice
s pramérem
d=|M$

v T

6.7. SHODNA GEOMETRICKA ZOBRAZENI V ROVINE

Pritradime—1i kazdému bodu X roviny pravé jeden bod X' téZe roviny, dostaneme mnozinu usporadanych
dvojic [X;X'], ktera se nazyva geometrické zobrazeni v roviné. Bod X je vzor, X’ jeho obraz. Zapisujeme
XX

B Pokud obraz bodu splyne s jeho vzorem, nazyva se bod X = X’ samodruzny bod geometrického zobrazeni.

B Obrazem utvaru U v daném zobrazeni je U’. Zapisujeme U — U’. JestliZze obrazem utvaru U je utvar U’, ktery
se svym vzorem U splyva, fikame, Ze itvar U’ = U je samodruZny titvar daného zobrazeni (body X' tvaru
U nemusi splyvat se svym vzorem X).

B Pokud Ize ttvary U, U, pfemistit tak, Ze se navzdjem kryji, nazyvame je shodnymi witvary a zapisujeme
U =0,

6.8. SHODNA ZOBRAZENI

Geometrické zobrazeni v roviné nazyvame shodnym zobrazenim (shodnosti), je-1i kazdému bodu X roviny
pfifazen pravé jeden obraz X' tak, Ze pro kazdé dvé usporddané dvojice [X; X'] a [Y; Y'] vzord a obrazt plati:
IXY'l = IXYI.

B Prima shodnost (identita I, posunuti (translace) T, otoc¢eni (rotace) R, stiedova soumérnost S) zobrazi
kazdy orientovany thel v souhlasné orientovany dhel.
B Neprima shodnost (osova soumérnost O) zobrazi kazdy orientovany uhel v Ghel opacné orientovany.

Al
A cc
C c C O
U 1) v
B C : A BB A
B
primd shodnost neprimd shodnost




B Jsou-li dva dtvary U a U’ shodné, pak 1ze najit takové shodné zobrazeni, Ze se ttvar U pievede na dtvar U'.

Identita I je zvlastnim ptipadem shodnosti, pfi némz obrazem kazdého bodu X roviny je tentyz bod X’ = X.

Posunuti (translace) T je pfima shodnost, ktera je jedno- 6})
znacné uréena nenulovym vektorem posunuti u = AA’.
Kazdému bodu roviny X je pfifazen jeho obraz X' tak, Ze
plati XX' = u.

B Velikost (délka) vektoru posunuti uréuje délku posunuti,

smér vektoru posunuti uréuje smér posunuti

(tzn. tsecky XX’ a AA’ jsou stejné dlouhé, rovnobéZzné a souhlasné orientované).
B JelikoZ u # 0, nema posunuti Zzadné samodruzné body.
B SamodruzZnymi pfimkami jsou v§echny rovnobézky s vektorem posunuti.

Otoceni (rotace) R je shodné zobrazeni, jednozna¢né 6’)
uréené stiedem otoceni S a orientovanym iihlem otoceni
a, jehoz velikost je z intervalu (0°; 360°). Bodu S je pfifa-
zen tyZ bod S’ = S a kazdy bod roviny X # S ma obraz X',
pro ktery plati ISX| = ISX'l a XSX' = a.

B Obraz bodu X leZi na kruznici otoceni k(S;r = SX),
pri¢em? jeho poloha je ddna orientovanym dhlem

otoceni: XSX' =a.
B Otocéeni ma pro o = 360° vSechny body samodruzné, jinak m4 jediny samodruzny bod S.
B Samodruzné pfimky pro a # 180° a a # 360° nejsou zadné, pro o = 180° jsou samodruzné vSechny primky
prochazejici stfedem S, pro o = 360° jsou samodruzné vSechny pfimky roviny.
B Otoceni vznikne slozenim dvou osovych soumérnosti s riiznobéZnymi osami.

Stredova soumeérnost S se stiedem S je pfima shodnost, 8})
ktera stiredu S pfirazuje tyZ bod S” = S a kazdému bodu
roviny X # S pfifazuje takovy bod X', Ze bod S je sttedem <

usecky XX'.

B Stfedova soumérnost je jednoznacné rucena stiedem
soumeérnosti S. Lze ji povazovat za oto¢eni urcené
stfedem otoceni S a Ghlem otoceni a= + 180°.

B Jedinym samodruznym bodem stfedové soumeérnosti je jeji stied S.
B Samodruznymi piimkami sttedové soumérnosti jsou vSechny piimky, které prochazeji stfedem soumérnosti S.
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Osova soumérnost O s osou o je nepiima shodnost, kterd b
je jednoznacéné urcend osou soumérnosti o. >
Lezi-li bod X na ose o, pak jeho obraz X" = X.
Obrazem bodt X € o jsou body X', které lezi na kolmici
k ose o, pficemZ usecka XX’ je osou pilena.

B SamodruZnymi body osové soumérnosti jsou pravé
vSechny body osy soumérnosti.

B Samodruznymi pfimkami osové soumeérnosti jsou osa o
a vSechny piimky k ose o kolmé. Obrazem piimky p rovnobézné s osou o je rovnobézka p’ s osou soumér-
nosti. Obrazem pfimky g ¥ o je pfimka g’  o; prisecik pfimek g a ¢’ leZi na ose o.

SloZenim dvou primych nebo nepiimych shodnosti vznikne pifimé shodnost:

— Z=TT, N\

SloZenim primé a nepfimé shodnosti vznikne neptima shodnost:

c Z=S°0

K y

® Utvary, pro které existuje osovd soumérnost, v niZ je titvar samodruzny, nazyvime 0sové soumérné titvary
(napft. obdélnik, rovnoramenny lichobéZnik, rovnoramenny trojihelnik, ...).

B Utvary, k nim? existuje sttedova soumérnost, v niZ je dany ttvar samodruzny, se nazyvaji stfedové soumérné
utvary (napf. étverec, kruZnice, ...).

PRIKLADY UZITi SHODNOSTI

@ Je dana kruZnice k(S;r), jejimzZ sttedem prochazi pfimka p. Na pfimce gtp je dana tsecka AB
délky IABI < r. Sestrojte body P € p, K € k tak, aby platilo IPK| = |IABI A PK|AB.

o délku a (vektor posunuti je u = AB,

resp. u' = AB) piejde ptimka p v ptimku p’
(resp. p") prejdou body P € p v body K € k.
Odtud plyne konstrukce.

Reseni: Rozbor: ol
V posunuti T ve sméru udaném piimkou g > \
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Zaver:

ReSeni:

Konstrukce:

1. Sestrojime zadanou kruZnici &, pfimky p, g a isecku AB.

2. p'; p’ je obraz pfimky p v posunuti ur¢eném vektorem posunuti u = AB
(p” je obraz pfimky p v posunuti ur¢eném vektorem posunuti #’ = BA).

3. KsK=knp' (resp. K=knNp")

4. L llgnKel

5.P;P=Inp

6. PK

Bod K je obrazem bodu P v posunuti ur¢eném vektorem u = AB resp. u’ = BA. Odtud plyne

IPKI = IABI A PK|AB, P € p, K € k. Tedy podminky tlohy jsou splnény.

Uloha ma pro zadané hodnoty 4 FeSeni.

Jsou dany dvé rizné rovnob&zky a| b, uvnitf pasu, ktery vymezuji, lezi bod C a déle je dan duty tihel
o velikosti y. Sestrojte rovnoramenny A ABC tak, aby A € a, B € b, I<BCAl = 7.

Rozbor:

Piedpokladejme, Ze hledany AABC existuje. V otoceni R kolem bodu C o thel y prejde pfimka b

v obraz b abod B v B". Vzhledem k tomu, Ze trojihelnik ABC je rovnoramenny, plati ICBI = ICA,
tedy B'= A. Probod A pak platiA€a ANA €b’. Odtud A = b' N a.

Konstrukce:
O
2 \_A,=B, Bj=A_~ b
a
C
VY
ST
PQI / \ P]‘
B, p B, b
1. Sestrojime zadané rovnobézky a| b a bod C podle zadani.
2. b'; b’ je obraz pfimky b v otoCeni se stfedem C o thel y (b, v kladném smyslu, b, v zdporném smyslu).
3. A;JA=DbNa
4. B;Be b AIBCl=IACI

5. AABC

Zdver: Z konstrukce vyplyva, Zze v daném otoceni je IACI = IBCl, A € a, B € b a | BCAIl = y, tedy A ABC

Reseni:

splituje podminky zadani. Pfimky a, b’ jisté nejsou rovnobézné, nebot y < 180°. Proto maji vzdy
prusecik a A ABC existuje. Vzhledem k tomu, Ze miZeme pouzit otoceni o thel y v kladném
nebo zdporném smyslu, ma tloha dvé reSeni.

Sestrojte A ABC, je-li dno b, ¢, 1. 9
Rozbor:

Sestrojime-li obraz hledaného A ABC ve
stiedové soumérnosti se sttedem S, pro ktery
plati ISCI = ISBI, pak dostaneme rovnobéZnik
ABA’C, jehoz thlopficky se puli v bod¢ S.

V tomto rovnobézniku plati IASI = IA’SI,

IACI = |A’C'l. Lze tedy sestrojit podle véty
sss A ABA’ a pomoci n¢ho i hledany A ABC.




poznamka

Ulohu lze fesit také doplnénim

Konstrukce: AABA’ na rovnob&znik ABA'C
LAABA"IABI = ¢, IBA'l = b, IAA'l = 21, (s88) | . sakladé toho, Ze rovnobéznik
2.5;S€AA’ AISAI = ISAI ma prot&jsi strany rovnob&éZné
3.~BS a stejné dlouhé.

4.C; C e+~ BS AICSI = IBSI

5.A ABC

Zdver: Z konstrukce AABA’ vyplyva, Ze AB = ¢, SA =t . Z konstrukce bodu A plyne, Ze AS je t€Znice
AABC a 7e ¢tyfihelnik ABA'C je rovnobéznik. Odtud plati AC = BA’ = b. Je-li pro AABA’ splnéna
trojiihelnikova nerovnost lc — bl < 2t, < ¢ + b, ma poloha v polorovin€ s hranici AB jediné FeSeni.

(EE® Pro dva sklady A a B ma byt vybudovano nové
Zelezni¢ni prekladisté (viz obrazek) tak, aby délka 9
silnic spojujicich s obéma sklady byla co nejmensi.

Urcete polohu prekladisté P.

Reseni: Ulohu pfevedeme na matematicky problém: Jsou dény
dva body A, B lezici v jedné poloroviné s hrani¢ni
primkou z. Urcete na pfimce z bod P tak, aby délka
¢ary APB byla co nejmensi.

Rozbor:

Ulohu budeme fesit pomoci 0sové soumérnosti s osou z.

V této soumérnosti je obrazem bodu B bod B’ a isecka AB’ ma nejmensi moZnou délku, pfi¢emz plati

IPBI = IPB’l. Odtud vyplyva, Ze také délka lomené c¢ary APB je rovna délce tsecky AB’ a je tedy
minimalni. Hledany bod P je prisecikem tisecky AB’ s ptfimkou z. Pro vSechny ostatni body X € z A X # P
je délka ¢ary AXB vétsi nez délka cary APB.

Konstrukce:

1. Sestrojime zadané body A, B a pfimku z.

2.B’; B’ je obrazem bodu B v 0sové soumérnosti s osou z.
3.P;P=AB' Nz

Zdvér: Z vlastnosti osové soumérnosti vyplyvd, Ze pro zadanou polohu skladi A, B a Zeleznice z existuje jediny

bod P pozadovanych vlastnosti. (Ke stejnému zavéru bychom dosli, kdybychom pouZili obraz bodu A’
v osové soumérnosti s osou z a urcili P = zNA’B.

6.9. PODOBNOST A STEJNOLEHLOST

Geometrické zobrazeni v roviné nazyvime podobnym zobrazenim (podobnosti), je-li kazdému bodu
roviny X pfifazen jeho obraz X' tak, Ze pro kazdé dvé usporadané dvojice [X;X'] a [Y;Y'] vzoru a obrazi
plati: IX"Y’l = k IXY]I, kde k > 0 je konstanta zvana koeficient podobnosti.

104 WFHCVENT



B Zvlastnim pripadem podobnosti je pro k = 1 shodnost.

B Je-li k > 1 nazyva se podobnost zvétSeni, pro 0 < k < 1 zmenSeni.

B Dvattvary U a U’ nazyvame podobnymi, je-li moZné najit podobné zobrazeni, které pievadi dtvar
U v dtvar U'. PisSeme U ~ U'.

B Dva trojihelniky AABC a AA'B’C’ jsou podobné, pravé kdyz existuje takové kladné &islo k, Ze plati:
IAB| _|1BC'I _IAC_
[ABI — IBCl — |ACI

zapamatu;j si

V praxi se uZivaji tato kritéria podobnosti trojihelniki:
Dva trojihelniky jsou podobné, jestlize:

a) se shoduji ve dvou GhIECh ..........ccooiiiiiiiiiii e

b) se rovnaji poméry délek prislusnych stran a jsou—li shodné thly témito stranami seviené ..... (sus)
¢) jsou si rovny poméry délek dvou stran a rovnaji se velikosti tihla proti vétsi z nich ................ (Ssu)

B Podobné trojihelniky 1ze odpovidajicimi vySkami nebo t€Znicemi nebo osami thli rozloZit v podobné trojii-
helniky. V podobnych trojuhelnicich jsou poméry délek odpovidajicich si vysek stejné jako poméry délek od-
povidajicich si stran. Poméry obvodii podobnych trojihelniki jsou stejné jako poméry odpovidajicich si stran:
0,:0,=a,:a,=b,:b,=c,:c,=k(obdobné u mnohouhelniki).

B Obsahy podobnych trojihelniki jsou v poméru druhych mocnin délek odpovidajicich si stran:
S,:S,=a’:a’=b}: b} =cp:c? =k (obdobné u mnohotihelniki).

BV praxi vyuZivdame podobnost k zvétSovani a zmensSovani geometrickych ttvard, konstrukci pland a map,
déleni usecek v daném poméru (Ctvrta geometricky imérna), pfi dikazovych ulohach atd.

Stejnolehlost (homotetie) H(S;x) se stifedem S a koeficientem stejnolehlosti xR — {0} je podobné
zobrazeni v roving, které bodu S prirazuje jeho obraz S’ = S a kazdému bodu roviny X # S pfifazuje bod X’
takovy, Ze pro vektory SX a SX”’ plati: SX° = » - SX.

Kazda stejnolehlost s koeficientem % je podobnost s pomérem podobnosti k = Ixl.

Je-lix = —1, jedna se o sttedovou soumérnost, pro » = 1 o identitu.

Pro » # 1 ma pravé jeden samodruZzny bod, jimZ je stfed stejnolehlosti S.

Je-li x = 1 jsou v dané stejnolehlosti samodruzné vSechny body roviny.

Utvar U a jeho obraz U’ ve stejnolehlosti H(S; %) nazyvame iitvary stejnolehlé podle stiedu S.
Je-li Ixl > 1 je ttvar U’ zvétSeny, pro Ixl < 1 zmenSeny vzhledem k dtvaru U.

Zakladni vlastnosti stejnolehlosti:

1. Obrazem libovolné primky p je v kazdé stejnolehlosti H(S; ) pfimka p’ s danou pfimkou rovnobézna.

2. Obrazem libovolné tsecky AB je v kazdé stejnolehlosti H(S; %) tsecka A'B’, pro kterou plati:
AB|A'B’ AIA'B’l = Ixl . IABI. Kazdé dvé rovnobézné tsecky, které nejsou shodné, jsou stejnolehlé
dvéma zpusoby.
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(I Stejnolehlost rovnobéznych dsecek:

A

Plati: ISAI': ISA’l = ISBI : ISB’I nebo ISAl : IAA’l = ISBI : IBB'I

Odtud ¢étvrta geometricky imérna je tisecka délky x, Pomoci stejnolehlosti lze ziskat bod D, ktery déli
pro kterou plati a : b=c : x. tisecku AB v daném pomérum : n
IADI: DBl =m:n

N\ N\

Kazdé dvé kruznice k(O;r) a k'(O’;r’) s riznymi poloméry jsou stejnolehlé praveé dvéma zpuisoby.

Stfedy stejnolehlosti S, a S, leZi na pfimce prochazejici stfedy kruznic a koeficienty stejnolehlosti jsou

’

n= r7 S H=— r? Bod S,, ktery lezi uvnitf tisecky OO’ je vnitini stied stejnolehlosti, bod S| leZici vné

usecky OO’ je vnéjsi stired stejnolehlosti.

Maji-li dvé kruznice spoleéné teény, pak tyto te¢ny prochézeji pfisluSnymi stfedy stejnolehlosti.

I Stejnolehlost kruZnic a konstrukce spole¢nych tecen kruZnic s riznymi poloméry.
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Stiedy stejnolehlosti S, S, ziskdme takto: Stfedy O, O’ zadanych kruZnic k, k" vedeme dv€ libovolné rovnobé&zky
OX | OX'. Obrazem libovolného bodu X € k ve stejnolehlosti H, (SI; r7) je bod X" € k', ve stejnolehlosti
H, (SQ; — rT) je to bod X’ € k'. Prasecik pfimek OO" a XX je S, prusecik pfimky OO" a XX’ je S,. Te¢ny ke
kruZnicim sestrojime pomoci Thaletovy kruZnice ¢ , jejiz primér je dén stfedem stejnolehlosti a stfedem kruZnice.

Body dotyku T =¢ Nk.

I Zlaty rez tseCky délky a je déleni tiseCky bodem Z na dvé Casti tak, Ze pomér délky x vétsi ¢asti useCky
a jejiho zbytku délky a — x je roven poméru délky celé useCky a vétsi ¢astix: a:x = x: (a — x). Zlaty fez
se uplatiiuje v architektufe a ve vytvarném uméni. V geometrii se uziva ke konstrukci pravidelnych péti-
thelnika a desetithelnikd. Také v pfirodé se miZzeme setkat s poméry délek odpovidajicich zlatému fezu.

Plati: a:x=x:(a —x) @
X2+ ax = a?
2
(x + %) =14 k,=(Aur=| AT) C
Zlomekx+%>0,a>0, ! ]Eg
tedy po odmocnéni: x = %(/E -1) ‘ : k=(C: r=]§o)
A x S |[tax B
a

T Sestrojte AABC, je-lia:b=3:4,y =90
v, = 4,8 cm. Vypoctéte jeho obvod a obsah.
Rozbor: @
Hledany AABC je obrazem AA'B'C’ ve
stejnolehlosti H(C; %), kterd ma stfed v bodé C
a zobrazuje bod P’ do bodu P, kde P’ je pata
vySky v, P pata vySky v,

CP|

|
tedy n= CP’|-




Konstrukce:

1.AA'B'C’; IB'C'l = 3cm, IA'C'l = 4cm, ¥’ = 90°
2.P’ (pata vy$ky v." v AA'B’'C’)

3.P;P €~ CP AIPCl =,

4.A; A je obrazem bodu A’ ve stejnolehlosti H(C; %)
5.B; B je obrazem bodu B’ ve stejnolehlosti H(C; )
6.AABC

Zdver: Zkonstrukce AABC vyplyva, Ze tento trojihelnik je stejnolehly s AA'B’'C’. Proto je y = 90°, %:\‘ﬁg‘l :%
Na polopfimce CP’ existuje jediny bod P, pro ktery je ICPI = v . Podminkdm dlohy vyhovuje jediny

trojihelnik ABC.

Vypoéty: AABC je pravoihly, tedy ¢’ = /a” + b = 5cm. Jeho obsah S’ = % cm’=6cm’.

1228 _IcPl _v. _48
Odtud v, =%5-=24cm. Pakx = =L = "¢ =29 _),
Have=7, om. Pk % = P =Y T 24 2
ObvodO'=a'+b +c¢'=0" =12cm.
Stejnolehlé trojihelniky jsou také podobné, proto pro jejich obvod a obsah plati:
O=2-12cm = 24cm S=4-6cm?=24cm’
Obvod AABC je 24 cm, obsah 24 cm?

I Dokaite, Ze téziste trojuhelniku déli téZnici 89
v poméru 2 : 1.
Duikaz pomoci stejnolehlosti:
Stfedni pric¢ky trojuhelniku jsou rovnobézné
s jeho stranami. Ze zakladnich vlastnosti stej-
nolehlosti vyplyva, Ze AS S S _je stejnolehly

vvvvv

JelikoZ je délka stfedni pricky rovna poloviné A
délky piislusné strany trojihelniku, jedna se

o stejnolehlost s koeficientem » = —1/2.
V této stejnolehlosti plati: IATI = 2ITS |, IBTI = 2ITSl, ICTI = 2ITS |c.b.d.

@ET Urcete délku strany x nejvétsiho Ctverce, ktery je mozné vyfiznout z plechové tabule tvaru palkruhu
a poloméru r.

Reseni: Narysujeme pomocny &tverec A'B'C’'D’ o strané délky 2j, ktery umistime tak, aby stfed strany A’D’ byl
sttedem stejnolehlosti S. V této stejnolehlosti ziskdme bod B jako prisecik polopfimky SB s kruZnici k,
bod C je prise¢ik poloptimky SC’ s kruznici k. Usecka CB je stranou hledaného &tverce. Ctverce A'B’z
C’D’ a ABCD jsou stejnolehlé. Stejnolehlé (a tedy i podobné) jsou také ASA’B” a ASAB.

JAB_IABl . 2 _x _2r
QOdtud: BT = 1BS| = ﬁ =L=x= /§
Nejvétsi ctverec, ktery bude vyriznut z dané C B
tabule plechu, ma stranu délky x = % 9 r K
r
c | B X
RV,
: 2
: alva
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6.10. STEREOMETRIE

B Stereometrie se zabyva geometrickymi titvary v prostoru.

B Dvé piimky v prostoru nazyvame:
a) riznobézky, maji-li spolecny pravé jeden bod
b) rovnobézky, lezi-li v jedné roviné a nemaji spole¢ny zZadny bod
c) mimobézKy, nelezi-1i v jedné roviné€ a nemaji spole¢ny zadny bod

I8 Pri feSeni praktickych tdloh zpravidla urcujeme

a) odchylku riiznobézek b) vzddlenost dvou rovnobéZek ¢) vzddlenost a odchylku mimobéZek
a € (0°90°)
b,
q
TR S P V(p.Q) ™.
Il [ P
2 v(p.qQ) )
A S Q g
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, %
o o
P
(je-li @ = 90°, jsou pfimky na sebe kolmé) (tlohu prevedeme na odchylku rtiznobéZzek
P, q a vzdalenost rovnobéZek p a p’.)

B Primka a rovina mohou mit tuto vzajemnou polohu:
a) primka p lezi v roviné p, je-1i kazdy bod pfimky bodem roviny (p C p)
b) primka p je rovnobézna s rovinou o, nema—li s rovinou Zadny spole¢ny bod (p N o = @)
¢) primka p je riznobézna s rovinou o, ma—li s rovinou pravé jeden spole¢ny bod (P = p N p)

a) primka p leZi v roviné o b) pfimka p je rovnobézind s rovinou ¢ ¢) primka p je riznobéZnd s rovinou @

Vzdalenost pfimky p od roviny Odchylka pfimky o roviny je
o ur¢ime pomoci vzdalenosti dana odchylkou ptimky p od
primky p od jejiho pravoihlého jejiho pravouhlého primétu
pramétu p’ do roviny p. p’ do roviny p.
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5 Vzdalenost bodu A od piimky p uré¢ime pomoci
roviny g vedené bodem A kolmo k pfimce p:
v(p,A) = v(P,A).

»

B Dvé rizné roviny p a o jsou:
a) rovnobézné, pokud nemaji Zadny spole¢ny bod

b) riznobézné, maji-li spole¢nou ptimku zvanou priisecnice rovin

I Postup pii urceni odchylky rovin

(@ €(0°,90°)):

1. Libovolnym bodem prisecnice vedeme
ptimku p kolmou k prtisecnici a leZici
v roviné o a pfimku q kolmo k priisecnici
a leZici v roviné o.

2.0dchylka rovin g a o je dana odchylkou
pfimek paq.

Je-li @ = 90°, jsou roviny navzajem kolmé.

I Vzdailenost bodu od roviny
ur¢ime jako vzdélenost bodu P od jeho
pravothlého primétu P’ do roviny g.

N2
P
/5 P' (pravouhly prmét
(Y bodu P do roviny )
k

®

prdsecnice rovin

Vzdalenost rovnobéznych rovin pievedeme na
vzdalenost bodu od roviny.

N\

bs

Vzdjemnou polohu ti1 riiznych rovin zndzoriiuji obrdzky

9,

0,

LY AW
\/
Vv

Ps

P,

03

|

02 p3 02
(&

o, P8,

4

Py




6.11. GEOMETRICKA TELESA

B TELESA zobrazujeme zpravidla ve volném rovnobéZném promitani, které m4 tyto vlastnosti:
a) rovinné obrazce leZici v rovinach rovnobéznych s ndkresnou se zobrazi jako shodné ttvary
b) praméty dvou rovnobézek jsou rovnobézky, nebo dva razné body
¢) dvé rovnobézné a shodné usecky se zobrazi bud jako rovnobézné shodné usecky, nebo jako dva body
d) stred usecky se zobrazi do stfedu jejiho obrazu

T Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou
MNP, kde M je stfed strany EF, N leZi na JE

polopfimce DC tak, Ze IDCI : ICNI = 5:1, N
B je stfedem tusecky FP. UGt C
Reseni: 1. Pfimka PM leZi v roviné ABFE a protina S N\R
hranu krychle v bodé Q. |

2.Pfimka SN | MP, nebot ob¢ pfimky lezi
v rovnobéZnych rovinach. Vedeme-li
bodem N rovnobéZzku s pfimkou MP, protne
tato rovnobézka hranu krychle GC v bodé T
a hranu krychle HG v bodé¢ S.

3. Pfimka QN protina hranu krychle BC
v bodé R.

4.Body MQRTS urcuji fez krychle rovinou
MNP.

Mnohostén je mnozina vSech bodi v prostoru lezicich uvniti a na mnohosténové plose, ktera je sjednocenim
n hrani¢nich mnohouhelnikd (n = 4) lezicich v rtiznych rovinach tak, Ze strana kazdého z nich je zaroven
stranou jiného mnohouihelniku.

5@ Existuje praveé pét pravidelnych mnohosténii (stény jsou pravidelné mnohouhelniky):

NGODD

Ctyfstén Sestistén osmistén dvanéctistén dvacetistén
(tetraedr) (hexaedr) (oktaedr) (dodekaedr) (ikosaedr)
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Zvlastni pripady mnohosténi jsou hranol a jehlan:

zapamatuj si

Hranol ma dvé shodné podstavy, které lezi

v rovnobéznych rovinich. Vzdalenost podstav
je vy$ka hranolu. Pldst hranolu tvofi ostatni
stény (rovnobézniky) hranolu. Podle poctu stén
rozliSujeme hranol trojboky, ctyfboky, pétiboky
atd. Kolmy hranol ma roviny stén kolmé k rovi-
nam podstavy. Je-li podstavou kolmého hranolu
pravidelny n—uhelnik je to hranol pravidelny.
Ctyiboky hranol, jehoZ podstavou je rovno-
béznik, se nazyva rovnobéZnostén. Kvadr je
kolmy rovnobéZnostén, jehoZ podstavou je
pravouhelnik. M4 vSechny télesové uhlopiicky
stejné dlouhé. Krychle je kolmy hranol, jehoz
viechny stény jsou tverce. v ... vySka

Objem V = S,.v
Povrch S = ZSP aF Sp]

SP ... plocha podstavy
Sy plocha plasté

zapamatu;j si

Jehlan je mnohostén, jehoZ podstavou je mno-
hothelnik a bo¢ni stény jsou trojuhelnikové.
Spole¢ny bod vSech bocnich stén je vrchol
jehlanu. Vzdélenost vrcholu od roviny pod-
stavy je vySka jehlanu. Podle poctu bo¢nich
stén rozeznavame jehlan trojboky, ctyiboky
atd. Jehlan se nazyva kolmy, jestliZe existuje
kruZnice vepsand jeho podstavé a kolmice
vedend vrcholem jehlanu prochazi praveé jejim
sttedem. Je-1i podstavou jehlanu pravidelny
mnohothelnik, hovotfime o pravidelném jehla-
nu. Jehlan, ktery neni kolmy, se nazyva kosy.
Rovina rovnobéZna s rovinou podstavy rozdéli
jehlan na dvé télesa — jehlan a komoly jehlan.
Pldstém jehlanu nazyvame sjednoceni vSech
jeho bocnich stén. Povrchem jehlanu je sjedno- v ... vyska
ceni vSech jeho stén (véetné podstav).

Objem V =15,-v

Povich S =S + S
Sp ... plocha podstavy

Sy plocha plaste

T Vypoctéte povrch a objem krychle, je-li délka
télesové tihlopricky této krychle 5,/3 cm.

Reseni:U=5/3
5/3cm=a/3=a=5cm 9
V=a=V=125cm’
S=6a?=S =150 cm’

112 WFHCVENT < a




@I V krychli o hrané délky a urcete vzdalenost
hrany krychle od jejiho stfedu.

Reseni: Sttedem krychle S proloZime rovinu g kolmou
k dané hranég krychle. Ur¢ime prusecik P této
roviny s hranou krychle. Vzdailenost stfedu
krychle S od hrany je rovna délce tsecky SP.

\SP|=%/§

O Rezem krychle ABCDA'B’C’D’ rovinou
0=S,.S..B vznikne jehlan.

AB TBC
Vypoctéte jeho objem.

1

Reseni: Objem jehlanu je: V = 35V

Podstavou je pravodhly rovnoramenny
a2

trojuahelnik, jehoZ obsah je: S, = s

Vyska jehlanu je rovna délce hrané krychle a.

vol.d. _a
Odtud.V_3 3 a_24

a/2
S a/2

0

B'C|

]

Rotacni télesa vzniknou rotaci vhodného rovinného utvaru kolem osy o.

zapamatuj si

Rotacni kuzel je t€leso, které vznikne rotaci
pravothlého trojihelniku kolem jeho jedné
odvésny — vysky kuzele v. Druha odvésna je
polomér podstavy r a prepona s = /1’ +v*
je délka strany rotacniho kuzele. Podstavou
rotacniho kuZele je kruh. Rozvinutim jeho
pldsté do roviny dostaneme kruhovou

vysec€. Povrch kuZele je sjednoceni jeho
podstavy a plasté. Komoly kuZel vznikne
jako prinik kuZele a vrstvy uréené rovinou
podstavy a rovinou s ni rovnobéznou, ktera
ma s kuZelem spole¢né alespoii dva body.
Tloustka vrstvy je pak vySkou komolého
kuzele.

P

Objem
I
V—3ﬂr v

S

ovrch

S =ar’+ nrs = ar (r + )
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zapamatuj si

Rotacni valec vznikne rotaci
obdélniku kolem jeho jedné strany.
Tato strana je osa valce, jeji délka
urcuje velikost vysky v, délka druhé
strany obdélniku urcuje polomér
podstavy vilce r. Valec mé kruhové
podstavy a pldst, ktery po rozvinuti
do roviny dava obdélnik. Rotaéni
vélec ma stény kolmé na roviny
kruhovych podstav, je to kolmy
kruhovy vdlec. Povrchem viélce je
sjednoceni obou podstav a plaste.

Povrch S = 2zr(r + v)

zapamatuj si

Koule je rotacni téleso vytvorené rotaci
kruhu kolem jeho priméru. Stfed kruhu
je stfedem koule, polomér kruhu je
polomér koule . Povrch koule je kulovd
plocha, ktera je tvofena vSemi body,
jejichz vzdalenost od stfedu koule S je
rovna poloméru koule r. Pfi fezu koule
rovinou dostaneme dvé kulové iisece
(rovina prochazejici stfedem S déli kouli
na dvé polokoule) a kulové plocha se
rozdeli na dva vrchliky. Dvé rovnobé€zné
roviny déli kouli na kulovou vrstvu, jejiz
plast se nazyva kulovy pds. Prinik koule : Povrch S = 4772
s rotatnim kuZelem, ktery ma vrchol ve
stiedu koule a vysku vétsi nez polomér
koule, je kulovd vysec.

Objem V = %nﬁ

Kulovd tisec¢ a vrchlik Kulovd vrstva a pds Kulovd vysec¢

2
V=%(302+v2):%7rv2(3r—v) V:%(3912+3sz+") V:_27z§v
S, = 2nrv= (> +v?) S, = 2@y S=zar2v+ o)
(obsah kulového vrchliku) (obsah kulového pasu)
S=a@2r+0%)= S=za@2rv+e2+0}=

= w(* + 20%) = 7v(4r—v) =7n(dv + 02 + 0,9




| Cviceni B

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

Na ciferniku hodinek vyznacte trojihelnik,
ktery spojuje body odpovidajici ¢islim 1, 4 a 9.
Vypoctéte vnitini thly tohoto trojihelniku.

Vypoctéte velikosti uhld, které sviraji téZnice
v rovnostranném trojihelniku.

Sestrojte trojuhelnik ABC, je-lidénoz, 1, v..
Sestrojte usecku délky /T em.

Je dana krychle ABCDA'B’C'D’ o hrané délky a.
Urcete vzdalenost prise¢nice rovin ¢ = ACC’

a o = DBB’ od hrany krychle A'D".

Je dana krychle ABCDA'B’C'D’. Urcete odchyl-
ku pfimek AB" a BD'.

Dokazte Euklidovu vétu o vySce v pravothlém
trojihelniku.

O kolik procent se zvétsi objem krychle, jestlize
se jeji hrana zvétsi o jednu pétinu?

Test [

Jaké jsou velikosti vnitinich dhlt v trojihelniku,
jehoZ strany tvofi usecky, které na ciferniku hodi-
nek spojuji body odpovidajici ¢islim 2,4 a 11?

Sestrojte trojihelnik ABC, je-li: y = 90°,
B=60°1t = 2,5 cm. Pak vypoctéte délku
strany a.

Pomoci Euklidovy véty sestrojte tsecku délky

/5 cm.

Vyjéadrete délku téZnice ¢ rovnostranného trojui-
helnika pomoci délky jeho strany a.

Je dana krychle ABCDA'B'C'D’. Jakd je vza-
jemna poloha prusecnice rovin ABC” a DCA’
a télesové thlopricky krychle?

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

V jakém pomeéru je objem krychle a objem nej-
vétsi koule, kterou Ize do této krychle vepsat?

Z jaké vySky nad Zemi spatii kosmonaut 10 %
zemského povrchu?

Parcela ma tvar rovnostranného trojihelnika

o délce strany 50 m. Jak dlouha musi byt cesta
vedend pres parcelu rovnobézZné s jeji jednou
stranou tak, aby plochu parcely pulila?

Sestrojte kosoctverec o strané délky a = Scm,
jestliZe pro jeho uhlopficky platie : f = 6 : 2.
Jakou délku maji hlopticky?

V zemnim vrtu tvaru vélce dosahuje voda do vyse
11 m. Vnotime-li do vrtu valcovitou ty¢ o polomé-
ru 2cm tak, aby dosahla aZ na dno, stoupne voda
ve vrtu 0 4,4 m. Jaky je primeér vrtu?

Zobrazte ez krychle ABCDA'B’C’'D’ rovinou
0=S,,S,.S,; avypoctéte objem jehlanu,
jehoz podstavou je fez krychle rovinou a hlavni

vrchol je bod B'.

Je dén kvadr ABCDA'B’C'D’. OznaCme S,

stied jeho hrany AB, S, stfed hrany BC, S, stfed
hrany BB'. Pfi fezu hranolu rovinou S;S.S,
vznikne Ctyfstén S S,S B. Kolik téchto Ctyfstént
je potieba ke sloZeni ptivodniho hranolu?

Je dana krychle ABCDA'B’C'D’. Jaka je od-
chylka rovin ABC" a ACA’?

Do papirové krabice tvaru krychle je vloZeno
pouzdro tvaru vélce co nejvétsiho objemu a do
tohoto pouzdra je uloZena co nejvétsi koule.

V jakém pomeéru jsou objemy téchto téles?

Sestrojte trojihelnik ABC, je-li:
t,=6cm,t, =4,5cm, t, =3 cm.

Osovym fezem valce je ctverec o obsahu
36 cm?. Urcete povrch vilce.
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7. Analyticka geometrie
7.1. SOUSTAVA SOURADNIC

B Analyticka geometrie pfevadi geometrické problémy na algebraické a fesi je pomoci vektorové algebry
a metody soutadnic. Nejprve vyjadii geometricky dtvar pocetné pomoci souradnic, dany pocetni problém al-
gebraicky vyfesi a vysledek opét geometricky vyloZi. Podstata této metody vychazi z pfifazeni bodi prostoru,
popt. roviny ¢i pfimky ¢iselnym mnoZindm zavedenim soustavy soufadnic.

zapamatu;j si

B Soustavu souradnic zavddime takto:
1) zvolime pocatek soustavy souradnic 0
2) pocatkem 0 vedeme pfimKy zvané osy souradnic (v prostoru x, y, z, v roving x, y, na pfimce osa x)
3) osy zorientujeme (ur¢ime kladny a zaporny smér od pocétku, ¢imzZ se osa souradnic rozdéli na
kladnou a zapornou poloosu, kladna poloosa se ¢asto znaci Sipkou)
4) zvolime jednotky na osach

B V praxi se nejcastéji pracuje s pravothlou soustavou soufadnic, kterd mé osy kolmé, na vSech osach jednotky
stejné délky a nazyva se kartézska soustava souradnic (ortonormalni soustava).

B V takto zvolené soustavé soutadnic je kazdému bodu pfifazena uspofddana n-tice redlnych ¢isel zvanych sou-
radnice bodu a naopak kazda usporddana n-tice redlnych ¢isel udava polohu pravé jednoho bodu ve zvolené
soustave soufadnic.

zApornd poloosa pocatek x AN C kladn& poloosa

B soustava souradnic na piimce 0: B
S4 s 5 o155 a8 &

Cislo x se nazyva souradnice bodu A. Zapis A[x] éteme: ,,bod A o soufadnici x*.
I A[2,3]; B[-2]; C[3]

B soustava souradnic v roviné 0_:

W)

II. kvadrant

e AXY]

lIl. kvadrant

I. kvadrant ]

$3%

xy

A[)‘(,'y] —> AlX}y]

2+ IV. kvadrant y

Cislo x je prvni souradnice bodu A (souradnice x),
Cislo y se nazyvé druha souradnice bodu A (souradnice y). H—>
O A[2,6; 2]; B[—2; 1]; C[2; —1,5] m |
Soustava rozdéli rovinu na Ctyfi ¢asti (kvadranty). M j
Soustava se pouziva také pri pocitani
s komplexnimi ¢isly, v goniometrii atd.

Pro transformaci souradnic pii rovnobézném @
116 WGREVENT

posunuti os plati (viz obr.):
X =x-myy =y-n=x=x+my=y +n




B soustava soufadnic v prostoru 0_ :

T A[3;3;3], B[0;051],
C[3;3;0], D[0;—1;0]

» 3

B v praxi se uziva soustava pravorocivd a levotocivd:

z

pravotociva
soustava

levotogiva
soustava

v y/é/m

34

® Cislo x je prvni souradnice bodu A (soutadnice x), &islo y je druh souiadnice bodu A (souradnice y),
¢islo z je treti souradnice bodu A (souradnice z).

B Pro transformaci soutadnic pii

rovnobézném posunuti (podle obr.) plati:

xX'=x—m| x=x"+m
y=y-—ng=y=y+n
=z—-p z2=7+p

, .A[x,'y,'z] —> AlX)y.z]

v

y

ET® Transformace soufadnic:

CI5;-3;0]

C'12,5:-3:0]

B[5;3;0]
B'12.5;3;01

Pro feseni ptikladud je v daném piipadé
vhodnéjsi soustava O'X,y,z,.

<

V soustavé 0 plati:
A[0;3;0]

B[5;3;0]

C[5;—3;0]
D[0;—3;0]
VI[2,5;0;5]

V soustavé O’X,y,z, plati:
A’'[—2,5;3;0]
B’[2,5;3;0]
C’[2,5;—3;0]
D’[2,5;—3;0]
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zapamatuj si

Vektorem nazyvame mnoZinu vSech souhlasné
orientovanych tsecek téZe velikosti. &

B Uziva se téZ nazev volny vektor. Vzhledem k tomu, Ze se budeme zabyvat volnymi vektory,
piivlastek ,,volny* vynechdme (bude uveden jen v pfipad€ nutnosti upfesnit ulohu s vektory).

B KazZdou orientovanou usecku AB, kterd pfedstavuje vektor # nazyvame umisténim vektoru u. Je-li vektor
u jednoznacné urcen svym umisténim AB, pak piSeme ©# = AB. Jsou-li dv€ orientované usecky AB, CD
umisténim téhoZ vektoru, pak fikdme, Ze vektory AB a CD jsou si rovny a piSeme AB = CD.

B Mnozina vSech orientovanych tsecek, u nichZ splyva pocateéni

bod s koncovym, se nazyva nulovy vektor a znaci se o.
A" umisténi vektoru a

B Velikost vektoru z = AB je ddna velikosti orientované tsecky
AB. Oznacuji se lal, resp. |[ABI. Plati lol = 0.

B Jsou-li orientované rovnobézné use¢ky AB, CD souhlasné
(nesouhlasné) orientovany, pak se vektory AB, CD nazyvaji
souhlasné (nesouhlasné) rovnobézné.

vektor u

B Vektory u a v se nazyvaji kolinearni, pravé kdyZ jejich libovolnd umisténi jsou navzajem rovnobézna (jsou-1i
souhlasné rovnobézna, piSeme u 11 v, jsou-li nesouhlasné rovnobézna u 1| v).

B Lezi-li libovolna umisténi vektorti z, v v navzajem rovnobéZnych rovinich, fikdme, Ze vektory jsou komplanarni.

w=u+v

1 ‘ Soucet vektora u + v zavadime takto:

A U B V C umistime vektor u tak, aby jeho pocétec-

@ nim bodem byl bod A, koncovym bodem
B. Pak umistime vektor v, aby mél poca-

te¢ni bod B, koncovy C.

u Vektor w = AC je souctem vektort u, v.

v C w=u+v

B Vektorovy soucet # + v provddime v praxi pomoci ,, vektorového rovnobézZniku
(napt. ve fyzice skladéni sil, rychlosti...).

B Scitani vektort Ize zobecnit: w = u, + u, + ... + u_ (vektorovy n—iihelnik).

B Pro scitani vektort plati komutativni, asociativni a distributivni zdkon.

I a) skladani rychlosti: b) skladani sil:
v, rychlost proudu feky 1. Postupnym skladdnim 2. Pomoci n—helniku
v, rychlost ¢lunu na klidné

hladiné
v rychlost ¢lunu v proudici
fece

2 3
v=vy +tv=v,+v

(v

v, (rychlost proudu feky) v,

—

v, (rychlost €lunu na klidné hlading)




s vektorem u souhlasné rovnobézny (uttku), pro k < O nesouhlasné rovnobézny

Nasobeni vektoru cislem. Je-li k libovolné redlné Cislo, u libovolny vektor, pak ku /ku
soucinem Cisla k a vektoru u nazyvame vektor, ktery ma velikost Ikl - lul a je pro k > 0 > (k>0)/ (k<0)
(utlku). Je-1i k = 0, je ku nulovy vektor. u/

B Vektor u je kolinedrni s vektorem ku. (Zapis v = ku pro nenulové vektory znamend, Ze v a u jsou vZdy rovnobézné).

B Vynésobime-li vektor u Cislem k = —1, dostaneme vektor opacny k vektoru z. Oznacujeme ho —u. Vektor
opacny —u vznikne z vektoru u tak, Ze v kazdém jeho umisténi zaménime pocatecni bod za koncovy a naopak.

B Velikost opa¢ného vektoru je stejnd jako velikost vektoru piivodniho: lul = |—ul.

Rozdil vektorti u — v dostaneme, kdyZ k vektoru u pfi¢teme
vektor opacny k vektoru v, tj. vektor —v.
w=u-+(—v), w=u-v

c c
@ Uhlem dvou nenulovych vektoritiz =AB, v = AC, které maji
umisténi AB, AC se spoleénym pocatkem A, je konvexni tihel
BAC o velikosti ¢ = |[<BACI, kde p(0°;180°). Je-li alespoti
A B A B

jeden z vektora nulovy, Ghel dvou vektora nedefinujeme.

Linearnikombinacivektorav ,v,,...,v nazyvamevektorv,kterylzevyjadritvetvaru:v =k, +ky,+... +ky ,
kde k, k,,....,k_jsou redlna cisla. Vektory v,, v,, ..., v (n€EN,n>1) se nazyvaji linedrné zdvislé vektory, lze-
li jeden z nich vyjadfit jako linedrni kombinaci ostatnich. Nejsou-li linedrné zavislé, nazyvaji se linedrné
nezdvislé vektory.

(I Priklady linedrnich kombinaci vektort:

D C
Af——3E
c
‘D
il KAC
O‘"” /b
A @ B 7N
1 1 L)
2 2 1 2 1 - [ - 1
v:§(AB+BL):§(c+7a):§c+§a v—AB+BB+zBC— a+c+2b
_1 nele—p=le L u=CC+CK+KO=—c-Lbi+1lq
v—3(AB+BA)—3(c b)—3c 3b 2 2

u=MA+AB=1b+c
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Je-li u = AB libovolny nenulovy vektor s pocate¢nim bodem A l[a;aa.] a koncovym bodem B [bl;bz;bs],
pak souradnice vektoru z jsou rovny rozdilim soufadnic bodi B a A (v uvedeném potadi) u, = b, — a,,
u, =b,—a,, u, = b,—a, coz zapisujeme u = (u;u,;u,). Je-li A = B, pak dostavame nulovy vektor o = (0;0;0).

B Pro vektor u = AB pouZivime symbolickou rovniciu = B — A.
B Pracujeme-li v roving, vypustime tfeti soufadnice. Obdobné na pfimce tfeti i druhé soufadnice. (Tato imluva
plati i pro vztahy v dal§im textu, pokud maji v rovin€, popf. na pfimce smysl.)

L Napi. ]
z
5t YA
al B[4:1:5] 34
3t 2T AI2:1,5]
2+ u=AB=(2;-2;3.5) U=Aé=(-5;-2,5)
Il i Il >
T /A12:3:1.5) 1 2 3 X
12 3.4
o ! i
5 X
3/
‘/4/ 3+
Y,
Je-liu = (usu,u,), v = (v 5v,3v,), pak plati:
Velikost vektoru: lul=/ W+ +uy
Rovnost vektori: u=ve(u=v)AWu,=v,)Au,=v,)
Soucet vektort: utv=ww=@ tv,u,+v;u +v,
Rozdil vektoru: U—v=w;w= U —V;U,—v,;u,—v,)
Opacény vektor k u: —u = (—u;—u;—u,)
k—nésobek vektoru u # o: k- u = (ku;ku,ku), keR
Skalarni soucin vektoru: u-v=uy +uy, + uy, (realné cislo)
Uhel dvou nenulovych vektord ¢: cos o =2V (0°:180°)
lul - [yl >N

B Vztahy plati jak v prostoru, tak v roviné.
B Skalarni soucin dvou nenulovych vektord se uziva k ureni kolmych vektorii. Ze vztahu pro tihel dvou vektorti
pak vyplyviu L veu-v =0.(Odtud vrovin€: u Lv e I k#0;u = wu) Av =(—k-u;k-u).
BV prostoru zavadime také vektorovy soucin uxy, jehoZ vysledkem je vektor:
w= (u2v3 =V WY = VU WY, — V1”z)~
Velikost Iwl = Ivl - lul - sing (odpovida geometricky velikosti plochy rovnobéZnika, ktery je urCen u a v).
Vektor w je kolmy k u i v a jeho smér uréuje pravidlo pravé ruky.

V praxi se pouziva k ureni soufadnic vektorového soucinu uxv schema:

u, u, uU, U, Uu ’)
1 2 3 1 2
, A A K
v, v, Ty Ty,
2

UXY = (U, = VU Y = VUG LY, = V)

120 WFRCVENT :




[ Napi. |
Jsou dany vektory # = (16;4;-7), v = (3;— 9;-4). Pak:

a) velikosti vektord: lul= /16> + 4>+ (= 7)* = /321; Ivl= /32 + (= 9> + (= 4)%j = /106
b) vektory si nejsou rovny: u # v, nebot u, # v, atd.
c) soulet vektora w = u + v: w=016+3;4;(-9); =7+ (—4)=w=(19; —5;-11)
d) rozdil vektori w = u —v: w=(16-3;4—(-9); =7-(—4))=w = (13;13;-3)
e) opaény vektor k u: —u = (-16;-4;7)
opacny vektor k v: - =(=3;9; 4)
f) dvojnasobek vektoru u: w=2u Pakw=(2-16;2-4;2-(=7)=w = (32, 8; —14)
g) skalarni souéin u - v: u-v=16-34+4-(-9+(-7)-(—4) =40

(I Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDYV, jehoz vyska je 8j, délka podstavné hrany a = 6;j.

Zvolte vhodné soustavu soufadnic a urcete:

a) velikost bo¢ni hrany jehlanu

b) velikost thlu vektord BD a AV

¢) odchylku roviny podstavy a roviny bo¢ni stény
jehlanu

z
VI[3:3:8]

Reseni:
Zvolime-li soustavu Oxyz podle obrazku, pak plati:

a) pravidelny ctyiboky jehlan mé vSechny bo¢ni hrany 9
stejné dlouhé. Velikost bo¢ni hrany AV je rovna veli-
kosti vektoru a = AV souradnice vektoru a jsou:
AV=V-A=a=(3;39 al3:3:8]

lal=1AVI=/3?+3°+8"=/9+9 +64=,/82 n=[0;0:1]
Aol | DI0;6:0]

6.6

m = [0,8;-3]

b) a=AV=a=(3;3;8) b=BD=b=(—6;6;0)
Velikost tihlu ¢ vektorti a a b uréime ze vztahu o)

b, + ab, + b, . Bi6:0.01 Cl6:6,0]

Jai+at+al - Jb}+ b+ b}

cosQ =

3(-6)+3:6+8-0 .
cosQ = =0=¢=90
¢ /343748 J(—6) + 6>+ 0 ¢

¢) Odchylku o roviny boéni stény uréime pomoci normélovych vektorti n a m: (tj. vektorti kolmych k danym ro-
vindm). Rovina podstavy je soufadnicova rovina xy a jeji normalovy vektor je n (0; 0; 1). Normalovy vektor
m roviny boéni stény ABV ur¢ime pomoci vektorového soucinu vektorit AV = (3; 3; 8) aAB = (6; 0; 0).
3 3 8 3 3
X

D =03-0—0-8:8:-6—0-3:3-0—63)=(0:48: —
6 00 6 0 m=3-0-0-8,8-6—0-3;3-0—-63)=(0;48; —18)

ProtoZe se jedna o uréeni thlu vektor, miZeme pouzit i vektor Sestkrat kratsi: m = (0; 8; —3). Pak plati:
cos a 4%‘ (Absolutni hodnota zajisti, Ze odchylka rovin bude o = (0°;90°).)
0-0+0-8+1:(—3)

= 035112 > o = 69727
’/02+02+12-/02+82+(—3)2

cos o
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7.2. LINEARNi UTVARY V ROVINE

B Souiadnice bodu: 5y
Ala,;a,] nebo X[x;y]
4,,
B Stied usecky AB: 3l
_A+B 611+b1.612+b2]
S= 7 tedy S >y

B Délka tisecky AB: (velikost vektoru AB)
|ABl= /(b — @) + (b, — @)’

5 X
[ Napr. ] ol
a) A[—4;1] B[3;2] @ j
b)S=A;B:S[—42+3;1-52]=[_%;%J A
o)IABl=/3—(-4)*+(2-1)2=/50

B Parametricka rovnice primky p:
Je-li pfimka p urCena bodem Ala,; a,] a nenulovym smérovym vektorem s = (s; s,), pak je:

p:x=a+t1-5
y=a+1t-s
symbolicka rovnice p: X = A + s A t€R

parametrickd rovnice primky } t €R je parametr

Vhodnou volbou parametru lze ziskat rovnici polopfimky, popt. tsecky.

B QObecna rovnice primky p:
Je-li pfimka p urCena bodem Ala,;a,] a smérovym vektorem s = (s;s,), Ize ji vylouCenim parametru z para-
metrické rovnice vyjadfit ve tvaru s,x — s,y — (s,@, — a,s,) = 0 a dostaneme:

obecnou rovnici pfimKky p: ax + by + ¢ = 0, kde »n = (a,b) # 0 je normdlovy vektor kolmy k pfimce p

B Smérnicovy tvar rovnice piimKky p: (1)
Je-1i v rovnici p: ax + by + ¢ = 0, b # 0, pak ji 1ze upravit na tvar: y = — %x - %, cozZ je:

smérnicovy tvar rovnice primky (1) p: y = kx + g, kde k, g€R @

Rovnice nezahrnuje pfimky rovnobézné s osou y (b = 0).

k = tga je tzv. smérnice primky |k = 5H_o_a
S b P,
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B Smérnicovy tvar rovnice primky p: (2)
Je-li piimka p urcena body Ala;; a,], B[b;; b,], 1ze ur¢it rovnici
primky ve tvaru:

()

smérnicovy tvar rovnice primky (2) p: y—a,= %;ZQ (x—a), kde b #q
1=

- b,—a, . PRI

Cislo k= bz ZQ je smérnici pFimky p.
17— Y%

Tuto rovnici nelze pouZit pro pfimky rovnobéZné s osou y.

® Usekovy tvar rovnice piimky p:
Zname-li useky p, q, které vytina pfimka riznobézna se
soufadnicovymi osami na osdch x a y, pak lze uZit

tsekovy tvar rovnice piimky p: % + % =1Ap#0,9q#0

B Vzijemna poloha bodu a piimKky: (1)

Bod X[x,; y ] leZi na pfimce p, jestliZe jeho soufadnice vyhovuji
rovnici primky, tedy X€p « ax, + by, + ¢ =0
nebo XEp & y, = kx, + g atd.

B Vzijemna poloha bodu a piimky: (2)

Vzdalenost bodu X[x,; y ] od primky p:

ax + by + ¢ = 0 je dana vztahem v (X,p) =|ax.¢|—27byob—l-c|
a +

EI V roviné jsou dany body A[0; 2], B[1; 5], které leZi na pfimce p.

Potom je:

a) smérovy vektor pifimky p:
s=AB=B-A=(1-0;5-2)=(1;3)

b) normalovy vektor primky p:
ProtoZze n L s & n-s = 0 lze ziskat soufadnice norméalového vektoru
tak, Ze zaménime soufadnice vektoru smérového a u jedné z nich

zaménime znaménko na opacné: s (1; 3) = n=(3;—1) nebon=(—3;1).

¢) parametricka rovnice pifimky p:
X=A+sAteR

Hodnota parametru ¢ urcuje

px=0+1-¢ }
teR
polohu libovolného bodu X

y=2+3-¢

d) parametricka rovnice iisecky AB:
X=A+1tsAtc(0;1)

AB:x = t
+e€(0;1)
y=2+3t

Je-li napt.
t=0=X=A

t=1=>X=Batd

na primce p vici pocatecnimu
bodu A a smérovému vektoru s.

t = 1/2=X je stred tsecky AB

»

<

)

N w N OO Y

2

B

=-2/3

p
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e) parametricka rovnice polopiimky BA: AB: x = t
1€(—oo;1)
y=2+3t
f) obecna rovnice pfimKky p:
® Obecna rovnice ptimky uréena vylouenim parametru z rovnice parametrické:
p:x= t
teER=p:3x—y+2=0
y=2+31
® Ur¢eni obecné rovnice piimky pomoci p: ax + by + ¢ = 0, pomoci normalového vektoru m = (3; —1) viz b.
p: 3x—y + ¢ = 0. JelikoZ Aep, musi souradnice bodu A [0; 2] rovnici pfimky p vyhovovat:
3:0-24+c=0=c=+2.Tedy: p: 3x —y+2 =0

® Obecni rovgli_ce2 pfimky ur€ena pomoci rovnice y — a, = ZZ : 22 x—a).
py-2=3=2(:-0) a
y—2=3x=23x-y+2=0 (Nelze pouZit pro pfimky p|y.)

@ Obecnou rovnici pfimky p lze ziskat dosazenim soufadnic bodti do smérnicového tvaru p: y = kx + q.
A:2=0+¢

k=3,g=2=piy=3x+2=3c—y+2=0
N

B Poznamka: Obecnou rovnici piimky lze ziskat i dalSimi postupy.

. . o I3-5—3+2[_ 114l _7/10
) Vzdalenost bodu C [5; 3] od pfimky p: v (p,C)=——o—T < == =Y ——
£ [3+(—1° /10 O
h) Bod D[2;y] bude lezet na primce p, bude-li jeho druha soufadnice také rovnici pfimky vyhovovat:
y=2+3x=2y=2+3-2=6=D[2;6]

B Odchylka ¢ dvou piimek p , p,: (1) y o,
Jsou-li pfimky v obecném tvarup:ax + by +c, =0
p,: ax + by + ¢, = 0, pak plati pro

\J)

w aa, + bb O (GYAE
odchylku ¢ piimek p,, p,cos ¢ = %, 0 €(0°90°).
1 1 2

B Odchylka ¢ dvou p¥imek p ,p.: (2)
Jsou-li pfimky ve smérnicovém tvaru a maji-li smérnice k , k,,
pak plati pro

k—k
1+ kk,
akk,# —1je (0% 90°). Pro k- k,= —1 je @ = 90°.

odchylku ¢ primek p , p,tgp = pokud k,, k, existuji

B Pfimky jsou rovnobézné pravé tehdy, kdyZ maji rovnob&zné smérové vektory (resp. normdlové vektory) a tedy
plati: % = Fl Lze-li pfimky vyjadfit ve smérnicovém tvaru, pak musi byt jejich smérnice stejné k, = k,.
2
B Primky jsou kolmé pravé tehdy, kdyZ maji navzdjem kolmé smérové vektory (resp. normdlové vektory) a tedy
plati a,a, + b b, = 0. Lze-li pfimky vyjadiit ve smérnicovém tvaru, pak pro jejich smérnice plati k=— kl
2
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I a)Pfimka p;: 2x— 3y + 1 = 0 je rovnobézna s pfimkou p,: 4x — 6y + 3 = 0, nebot maji rovnobézné
normalové vektory », = (2; —3) an, = (4; —6), (resp. stejnou smérnici k = % ak,= % = %).
b)Pfimka p,: 2x— 3y + 1 = 0 je kolma k pfimce p,: 6x + 4y + 3 = 0, nebot maji kolmé normalové
vektory n, = (2; —3) an, = (6; 4) a jejich skalarni soucin je rovennule 2- 6 + (=3)-4 =0
4 2

(resp. smérnice piimky p, je & = %, smérnice druhé ptimky &, = — =38 tedy k= — é).

CET® Bodem C[3; 1] vedte pfimku g rovnobéZnou s piimkou p: 2x + 4y -5 = 0.

Reseni: Existuje nekone&n& mnoho piimek, které jsou rovnob&Zné s pfimkou p a navzdjem se lisi pouze
posunutim. V8echny tyto pfimky lze popsat rovnici g: 2x + 4y + d = 0 A deR. Hledanou piimku
g, ktera prochdzi bodem C ur¢ime na zakladé toho, Ze soufadnice bodu C musi rovnici této pfimky
vyhovovat. Odtud: 2-3+4-1+d=0=d = —10.
Rovnice ptimky g je 2x + 4y — 10 = 0.

(I Tabulka udava tvary obecné rovnice piimky ve specidlnich polohach vici soustavé souradnic Oxy.

Poloha ptimky Podminky Obecna rovnice Obrazek

y

Pfimka procllau Pocatkem c=0 ax+by=0

soustavy soufadnic 0 5 %
y

RovnobéZka s osou x _ _ C

(kolmice k ose y) a=0,b#0 by+e=0 b
0 X
y

Rovngbezka s osouy b=0.a%0 atec=0 |

(kolmice k ose x) 0 | e} %

“a

y

Soufadnicova osa x a=0Ac=0 y=0
0 X
17

Soufadnicové osa y b=0Ac=0 x=0
0 X

7.3. LINEARNIi UTVARY V PROSTORU

B Souradnice bodii: @ Ala;; a,; a,], B[b;; by; b,] nebo X[x,y,2]
B Stred tiseCky AB: @S:A‘{B’ted},s al;bl;az;bz;aa;bg

B Délka usecky AB: @lAB|=/(bl—a1)2+(b2—a2)2+(b3—a3)2
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O Je-li A[2; —1; 3], B[3; 2; 5], pak:

“ad fised .q_A+B 2+3.-1+2.3+5 5. 1.,
a) stfed tsecky AB: S= > ,:S[T,T,T]:glj_jq

b)délka usecky AB: |ABl=,/(3—=2)’+ (2= (1)*+(5-3)*= /14

Parametricka rovnice primKky p:
Je-li pfimka p ur¢ena bodem Ala,; a,; a,] a nenulovym smérovym vektorem s = (s; s,; 5,), pak:

parametricka rovnice primky

p: x=a, tts
y=a,+tts, A t€R je parametr.
z=a,tts,

Symbolickd rovnice p: X = A + ¢-s A t€R.

Ze symbolické rovnice vyplyvd, Ze vyjadfuje vlastné polohu libovolného bodu Xep vzhledem k bodim A, B.
Vhodnou volbou parametru ¢ pak 1ze ziskat bud vSechny body dané primky (t€R), nebo jen body patiici ¢asti této
piimky, napt. pro t€(0; 1) ziskame isecku AB, pro t€(0; co) polopFimku AB.

T Jsou dany body A[3; 2; 1], B[4; 6; —8]. Urcete:
a) parametrickou rovnici pfimky p = AB
b) parametrickou rovnici tise¢ky AB a urcete hodnotu parametru pro stfed tsecky
¢) parametrickou rovnici polopiimky BA

_ N B., AX X
Reseni: ReSeni vychazi z toho, Ze pro libovolny bod Xep Ao AB__o2 = P
musi platit AX = t-AB (vektory jsou linedrné zavislé). Te <0:1>
1<0

Odtud plyne:

a) pro libovolny bod pfimky p plati AX = t-ABAtcR=>X-A =t (B-A)=X=A +t(B-A) AtcR
dosazenim konkrétnich hodnot dostaneme rovnici primky p:
p{x=3+ty=2+4tz=1-9tAteR}

b) volime-li ¢ = 0, pak z rovnice piimky ziskdme bod A, je-li ¢ = 1, ziskame bod B, volbou #&({0; 1)
ziskame vSechny body tisecky AB:
~AB: {x=3+ty=2+4t;z=1-9tAts(0; 1)
Stied S isecky AB dostaneme dosazenim t = 1/2
S:{x=3+t,y=2+4,z=9 — tAt=1/2} = S[3,5; 4; —3,5]

¢) parametrickd rovnice polopiimky AB:
—AB:{x=3+y=2+4t;z=1-9tAt€(0; )}

Kanonicka rovnice primky p:

Neni-li s = (0;0;0), 1ze psat rovnici piimky p v kanonickém tvaru p: X ; G2 ; b _Z ; %
1 2 3

B Pozndmka: Rovnici pfimky p lze v prostoru urcit také jako priisecnici dvou rovin.

126 WFHCVENT



B Parametricka rovnice roviny p:
Rovina mliZe byt v prostoru uréena:

a) tfemi riznymi body, b) dvéma riznobézkami ¢) dvéma riznymi d) pfimkou a bodem B,
které neleZi v pfimce rovnob&zkami ktery na ni neleZ{

2l R

VSechny tyto pfipady lze pievést na urCeni roviny bodem Ala ; a,; a,] a dvéma nenulovymi rtiznob&Znymi
vektory w = (u;; Uy; u,), v = (v;3 v,; v,). Tak dostaneme parametrickou rovnici roviny.
0 x=a t+t-u+s-v

y=a,+ttu,+sv, t, s€R jsou parametry

z=a,tt u,+s-v,

Symbolickd rovnice 0: X = A +7-u + s v At,s€ER.

B Pozndmka: Vhodnou volbou parametrt 1ze ziskat rovnici poloroviny, pasu atd.

I Urcete parametrickou rovnici roviny o = ABC, je-li
Al3; 2; 0], B[1; —3; 4], C[2; 0; 0].

Reseni: Plati: A[3; 2; 0], w = (—=2; =5; 4), v = (—1; —2; 0).
Rovnice roviny ¢ ma parametricky tvar:
O:{x=3-2t-s5;y=2-5t—25;z=0+ 4t + Os A t,s€R}

AB:2,01  B[1;-3;4]

B Obecna rovnice roviny p:

Vyloucenim parametrti ¢, s z parametrické rovnice roviny ziskdme
obecnou rovnici roviny g: ax + by + cz + d = 0, kde alespon u e
jeden z koeficientl a, b, c je rizny od nuly a vektor » = (a,b,c) je v

normdlovy vektor roviny.

@I  UrCete rovnici roviny p tak, aby méla normalovy vektor », = (2; —1; 3) a aby v ni leZel bod A[4; 5; 0].

Reseni:  Obecnd rovnice roviny o mé tvar ax + by + cb +d = 0, kde n , = (@b,c)
0:2x—1y+3z+d=0
Jelikoz bod A lezi v roviné p, musi jeho soufadnice obecné rovnici \nﬁ
roviny g vyhovovat a plati:
2:4-1-5+3-0+d=0=>d=-3
Obecna rovnice roviny 0 ma tvar: 0: 2x—-y + 3z-3 = 0. A

| [4
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@ET Tabulka udavajici tvary obecné rovnice roviny ve specilnich polohach vici soustaveé soufadnic 0,

s osou y

b=0,a#0,c#0

Poloha roviny Podminky Obecna rovnice Obrazek
z
Rovina riznobézna
s rovinami xy, xz, yz a#0,b#0, _
a neprochazejici c#0,d#0 axtby+ecz+d=0 %
pocatkem %
z
Rovina rovnobéZzna a=0.b4£0.c40 by+cz+d=0
S 0SOU X ’ ’ Y A —
%
z
Rovina rovnobézna ax+eztd=0

Rovina rovnobézna
S osou

¢c=0,a£0,b#0

ax+by+d=0

Rovina rovnobézna

s rovinou yz

. a=0,b=0,c#0 cz+d=0
s rovinou xy
Rovma rovnobéZnd a=0.b%0,c=0 by+d=0
S rovinou xz
Rovina rovnobéZzna a40.b=0c=0 ax+d=0

B Rovina prochazejici po¢atkem ma d = 0; 0: ax + by + ¢z = 0 (Obdobné v dalSich pfipadech: by + ¢z = 0,
ax +cz=0,ax +by=0,z=0,y=0,x=0.)

I Urcete vzajemnou polohu piimky p uréené body
Al2; 3; —1], B[3; 7; 4] aroviny ¢ = CDE, kde
C[0; 0; —4], D[1; 0; —6], E[0; 2; 2].

Reseni: 1)Nacrtneme situaci:
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A v=(0:2:6)
CI[0;0;-4] 7=>*E[0;2;2]
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u=(1,0;-2);




Zaver:

B Vzdalenost bodu X[x; y,; z,] od pfimky p

2)Ur¢ime parametrickou rovnici pfimky p pomoci symbolické rovnice p: X = A + (B - A)z.
Tedyp: {x=2+t,y=3+4t,z= -1+ 5tAteER}.

3)Rovina g: ax + by + ¢z + d = 0 ma normalovy vektor n, = (a,b,¢), ktery je dan vektorovym
soucinem m, = u X v. Soufadnice normédlového vektoru n, urime pomoci schématu:
m=a= 0-6—(—2)-2=4
m=b=-2-0— 1 -6=—6;r=n=(4;—06;2)
m=c= 12— 0-0=2

JelikoZ potfebujeme znét pouze smér normalového vektoru, miZeme pracovat s vektorem poloviénim
n, = (2; —3; 1). Rovnice roviny je : 2x~ 3y + 1z + d = 0. Bod C v rovin€ leZi, tedy jeho soutadnice
musi rovnici roviny vyhovovat. Odtud plyne 2-0-3-0 + 1-(—4) + d = 0 = d = 4. Rovnice roviny
eje:0:2x-3y+z+4 =0.

4)JelikoZ n fts protina p¥imka rovinu v bodé P, jehoZ soufadnice musi vyhovovat rovnici roviny
0 i primky p.
Dosazenim za x, y, z z rovnice pfimky do rovnice roviny dostaneme:
2 +9H-33+4)+ (—1+5) + 4 =0=1t= —2/5. Prasecik P ziskdme dosazenim ¢t = —2/5 do
rovnice piimky p: P[8/5; 7/5; —3].

5)Odchylku a ptimky p od roviny g uréime pomoci smérového vektoru s = (1; 4; 5) a normélového
vektoru roviny n o = (2; —3; 1) (viz nacrt).

1:2+4-(=3)+5-1|
JIP 442452 /224 (=3 + 1

cosf = =sin(90°— B)=sina = a =11°54

Piimka protina rovinu v bodé P[8/5; 7/5; —3] a svira s rovinou dhel 11°54".

v prostoru ur¢ime tak, Ze bodem X proloZime rovinu g kolmou k pfimce
p, ur¢ime prusecik roviny g s pfimkou p, tj. P = pNp a pak uréime
vzdalenost bodu P od pfimky p jako délku tsecky XP.

WL AA

ﬁI v(X:p)

P 3

B Vzdélenost bodu X[x;; y,; z,] od roviny o:

XXy V2]

Je-li p: ax + by + cz + d = 0, pak vzdalenost bodu X od roviny p
v(X,0)=

v(X;0) 7
laxy + by, + ez + d|. / /
P

Ja*+ b+ c*

B Vzdalenost primky pllp od roviny o

" XXy ¥y 2]

rovnobéznych rovin.

B Vzdalenost dvou rovnobéznych primek p, ¢ v prostoru

uréime tak, Ze vedeme libovolnou kolmou rovinu k obéma rovnobézkam,
uréime praseciky P,P s témito ptimkami p a g a pak vzdalenost téchto
rovnobézek pllo je vzdalenost prasecikt P aP.

D
uré¢ime jako vzdalenost jejiho libovolného bodu (ktery si na pfimce veCo)
p zvolime) od roviny p. Analogicky se urci vzdalenost dvou 4
/] P g




B Odchylka dvou ruznobézek p, q:

Odchylku dvou primek se smérovymi vektory u, v urfime pomoci
luv + wpV, + 1Y)

Jul vl +ud - v+ vi v}

kde @€(0°; 90°) (primky jsou kolmé, je-li u - v = 0).

skalarniho soucinu: cos ¢ =

s

B Odchylka o dvou raznobéznych rovin p, o:

Pomoci normélovych vektord rovin n,, n,, 1ze urcit odchylku rovin p a o,
lno-no| _ |dpdo + bobo + cpts|

ol Insl [a5+ by + 5 Jag + b5 +c5
Je-lin,-n, = 0, jsou roviny kolmé.

pro kterou plati cos o =

B Odchylka o primKky p(A; u) od roviny p:

Je-li smérovy vektor piimky u a normélovy vektor roviny n ,

pak odchylka o pfimky od roviny je o = 90° — 3, kde cos 8 =

7.4. KUZELOSECKY

KuzZelosecka je mnoZina bodt v roving,
kterou lze ziskat jako prunik rota¢ni
kuZelové plochy s a roviny p, kterd
neprochazi jejim vrcholem V.

B Podle vzdjemné nestfedova kuZelosecka
polohy roviny (nema stfed soumérnosti)
a plochy s
©aplocly N stfedové kuzelosecky
vzniknou:

maji stfed soumérnosti

Nestiedova kuzelosecka

parabola — rovina p neni kolma k ose
o arovina o | g, kterd prochazi bodem

V, je tenou rovinou plochy s

poznamka

Stiredové kuZelosecky

hyperbola — neni-li rovina p kolma
k ose 0 a rovina o | g, ktera prochazi
bodem V, ma s plochou s spolecné
dvé pfimky

~ KkruZnice — je-1i rovina o kolmd k ose
plochy o, protinaji se v jednom bodé

elipsa — jestliZe rovina p neni kolma
k ose plochy o a rovina o | o, kterd
prochazi bodem V, nemd s plochou
s Zadny dalsi spole¢ny bod

B Casto se povaZuje za kuZelose¢ku i prinik plochy s s rovinou g, kterd prochazi bodem V. Pak se jedna
o degenerovanou kuZelosecku, ktera se redukuje na bod V, resp. na jednu nebo dvé pfimky. 3¢
B S kuzeloseCkami se setkavdme napf. v astronomii, mechanice, optice, deskriptivni, I

projektivni a analytické geometrii.

N

B Pfi vhodné volbé soustavy soufadnic v roviné miiZzeme kuZelosecku v analytické

geometrii vyjadrfit kvadratickou rovnici.



zapamatuj si

Kruinice je mnoZina viech bodii M
v roviné, které maji od stfedu S
konstantni vzdéalenost r > 0.

5 M

KRUZNICE A KRUH
S ... stfed kruznice

r ... polomér kruZnice
M ... libovolny bod
kruznice

B Vhodnou volbou soustavy soufadnic ziskdme
sttedovou rovnici kruZnice, popf. obecnou rovnici
kruZnice se stfedem S a polomérem r i rovnice dal-
Sich geometrickych ttvarQ v analytické geometrii.

16D T T Nazev geometrického uitvaru
Geometricky dtvar bod M[x; y] . geometrickeno utv
Gtvaru plati a jeho analytické vyjadreni v Oxy
v —
/ )\'M[XJV] KruzZnice k(S; r) se sttedem S[m; n] a polomérem r > 0
( Simer ) ISMI? = 72 Stiedova rovnice (x—m)? + (y—n)*> = r* resp.
. I obecnd rovnice x>+ y*+Ax + By + C = 0AA?2+B*-4AC >0
M[)g yl f Vnitini oblast kruznice k(S; r)
St ISMI < 72 Sttedova rovnice (x—m)* + (y —n)> < r? resp.
) : I obecnd rovnice x2+y* + Ax+ By + C<0AA2+B2-4A >0
y - ;
X y]% Kruh K(S; r)
( o | ISMI? < r? Stiedova rovnice (x—m)* + (y—n)? < r? resp.
) : % obecnd rovnice x> +y?*+Ax+By+C < 0A A2+ B*-4AC>0
M[)x(;y]/ Vnéjsi oblast kruznice k(S; r)
Stm:nl ISMI? > 2 Sttedova rovnice (x—m)? + (y—n)* > r* resp.
) . 0 obecna rovnice x> +y*+Ax+By+C>0AA? + B2-4AC>0

B Je-li stfed S v pocatku soustavy soufadnic, tedy S[0; 0], r > 0, pak je:
— stfedova rovnice kruZnice xX2+y*=r
— stfedova rovnice kruhu X2+ y?<r? atd.

@I Rovnice x* + y* = 25 popisuje kruznici se sttedem S[0; 0] a polomérem r = 5.

B KruZnici lze v soustavé 0Xy vyjadfit pomoci poloméru r a smérového thlu ¢ pfimky SM parametricky.

T Je-li S[O; 0], r > 0, pak parametrické vyjadieni kruznice je x = cos (,0]

S0t <9 <360°
X=r-sing

B Uziti analytického zpisobu vyjadfeni kruZnice ukazuji nasledujici priklady.

T Urcete obecnou rovnici kruznice, kterd ma pramér d = |ABI, kde A[1; 1], B[7; 9].
Zjistéte, kde lezi body C[4; 0], D[1; 2], E[—1; 6].

Reseni: ProtoZe A # B, dand kruZnice existuje.

Jeji stred S je stfedem tsecky AB: S = A -ZF B , tedy S[4; 5].
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Polomér r je roven délce tseCky SM, tedy:
r=ISMl=/@4-1)>+(5-1°=5 9
Rovnice kruZnice ve stfedovém tvaru:

(x—4)> + (y=5)? =25

Provedeme umocnéni dvojélenti a dostaneme:
x2—8x+ 16+ y>*—10y + 25 =25

Odtud rovnice kruZnice v obecném tvaru:
X+ -8x—-10y+ 16 =0

Xy

Polohu bodu C, D, E vySetfime porovnidnim levé strany L rovnice kruZnice ve sttedovém tvaru s pravou stranou P:
C[4;0]: (4—4)*+ (0-5) =02+ 52=25=> L =P = C lezi na kruZnici k
D[1;2]: (1—-4)>+ (25 =(-3)*+ (-3)*=18= L < P = D lezi uvniti kruznice k
E[-1;6]: (—1-4)* + (6—5)* = (=5)*+ 1*=26= L > P = E lezi vné¢ kruznice k

I Urcete obecnou rovnici kruzZnice k, kterd prochédzi body R[6; 9], P [7; 8], T[0; 1].
Reseni: ProtoZe plati RP # k - RT, neleZi body v jedné piimce, a jelikoZ jsou od sebe riizné, urduji pravé jednu kruznici .

1. zpiisob: (Dosadime soufadnice bodl R, S, T do rovnice kruZnice ve stfedovém tvaru a ur¢ime m, n, r):

(1) R[6;9]: (6—m)> + (9—n)* = ¢ 117-12m-18n+m?> + n> =7

) ) ) R 5 Odectenim teti rovnice
(2) S[7;8]: (7-m)* + (8—n)* =r =113-14m - 1ln+m* +n* =71 = | od prvni a pak od druhé
(3) T[0; 1]: (0—m)* + (1—n)* =1* 1-2n+m?>+n*=r* dostaneme:

Secétenim dostaneme m = 3,

116 = 12m—16n = o} L 29-3m-dn= 0} N
zpétnym dosazenimn = 5,7 = 5

112-14m-14n =0 —324+4m+4n =0

Rovnice kruZnice ve stfedovém tvaru je (x—3)* + (y—5)> = 25.
(Upravou dospgjeme k vysledku x> + y*> — 6x — 10y + 9 = 0; (stied S[3; 5] polomér r = 5).

2. zpiisob: (Dosadime souradnice bodi R, P, T ptimo do obecné rovnice kruZnice a feSenim soustavy rovnic
ur¢ime A, B, C):

R[6;9]: 36 + 81 +6A+9B +C =0

P[7;8]: 49+64+7A+8B+C=0 =2A=-6; B=-10; C=9

T[0;1]: 1+1B+C=0

Obecna rovnice kruznice je x2 + y> - 6x — 10y + 9 =0.

3. zpusob: KruZnici lze urcit také jako kruznici opsanou ARPT (Stfed S je prisecikem os stran, polomér
vypocteme jako vzdélenost stfedu S od libovolného vrcholu ARPT).
Obecna rovnice kruznice je x2 +y> - 6x — 10y + 9 =0.

I Ovéite, zda dand rovnice je obecnou rovnici kruznice, pak urcete stfed a polomér této kruznice:
a)x?+y?-8x+6y-24=0
b)x*+y?-8x+ 6y +25=0
Reseni: a)Rovnici upravime na tvar (x—m)? + (y—n)? = > takto:
(?=8x) + (y®’+6y) = 24 = (> —8x+16) + (y*+6y+9) =24 + 16 + 9= (x—4)> + (y+3)>’ =49 >
m=4, n=-3, rr=49=r=7

Jedna se o obecnou rovnici kruznice, kterd ma stied S[4; —=3] ar =7;.
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b)Analogickou tipravou dostavame: (x2—8x+16) + (y>+6y+9) = —25 + 16 + 9= (x+4)2+ (y+3)2 =0
Nejedna se o rovnici kruznice (r = 0).

ELIPSA

zapamatuj si

Elipsa je mnozina v§ech o, S ... stfed elipsy

bodd M v roving, které : M a ... hlavni poloosa elipsy
maji od dvou riznych ‘ b ... vedlejsi poloosa elipsy
bodi E, F (ohnisek) 0, ... hlavni osa elipsy

z této roviny staly 0, ... vedlejsi osa elipsy
soucet vzdalenosti, E, F ... ohniska elipsy

ktery je vétsi nez : M ... libovolny bod elipsy
vzdalenost téchto a e ... vystfednost (excentricita) elipsy
ohnisek: [IEMI| + IFMI = 2a. e?=a’-b’

B Vhodnou volbou soustavy soufadnic ziskdme stfedovou rovnici elipsy, popt. obecnou rovnici elipsy se stie-
dem S a poloosami a, b:

Poloha elipsy v Oxy Rovnice elipsy

2 Ry
4 Stiedova rovnice M + % =1 Aa>b
a
X yz
S[0;01: ?-i-?:l Aa>b
g Obecna rovnice Ax2+By*+Cx+Dy+E=0,A>0,B>0,A#B
y 2 )2
Sti‘edova rovnice % + % =1 Aa>b
2 2
.01- Yy
o S[0:0]: %+?=1 Aa>b
g - % Obecnd rovnice Ax>+By*+Cx+Dy+E=0,A>0,B>0,A#B
. o >, Y > LY
B Je-li S[0; 0], nazyvame stiedovou rovnici také osovou rovnici elipsy: ? + ? =1 resp. T + el =1

B Elipsu se stfedem S[0; 0] 1ze ur¢it parametricky: x =a- Cf)S¢ } 0° < < 360°
y = b sing
B KruZnici 1ze povaZovat za ,,specidlni piipad* elipsy, kdy a =b =r.
B Bod L[x; y]je vnitinim bodem elipsy, je-li Ax2 + By?+ Cx + Dy + E< 0,kde A > 0,B > 0,A #B.
vnéjsim bodem elipsy, je-li Ax2 4+ By? + Cx+ Dy + E > 0,kde A > 0,B > 0,A #B.
@I Urcete osovou i obecnou rovnici elipsy, je-lia = 10, e = 8, o |x.
Reseni:a =10, e = 8, S[0; 0], €2 = a? —572 =>b>=136
2

Osova rovnice elipsy je: 196—0 + ;_6 =1. Upravou dostaneme obecnou rovnici: 36x* + 100y? — 3600 = 0.
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@I Urcete délky poloos, ohniska a stied elipsy o r02vnici:2 36x2 + 25y* = 900.

Reseni: Rovnici vyd&lime 900 a pievedeme ji na tvar: 5—5 + 3%)_6 =1, co¥ je osové rovnice elipsy se stiedem S[0; 0],
hlavni osou y a vedlejsi osoux; a =6,b =5, e =/ a2 — b* = /36 — 25 = /11 ,
ohniska £ [0: /11, #[0: —/11].

QI Zjistéte, zda rovnice 9x* + 4y* — 36x + 72y + 324 = 0 je rovnici elipsy.

Reseni: Danou rovnici postupné upravujeme takto:
9x? —36x + 4y? + T2y = —324 = 9(x*—4x) + 4(y*+18y) = —324 = 9(x>—4x+4) + 4(y*+18y+81) =
=-3244+9-4+4-81=9(x—-2)’+ 4(y+9)2 = 36:%4.%:1
a?=9=a=3 VP=4=b=2

Jedna se o rovnici elipsy se stfedem S[2; —9],a = 3,b =2, 0,]y.
HYPERBOLA

zapamatuj si

Hyperbola je mnoZina 4 S...... stfed hyperboly

vSech bodit M v roving, pro a...... hlavni poloosa hyperboly

které je absolutni hodnota b...... vedlejsi poloosa hyperboly

rozdilu jejich vzdalenosti E,F....ohniska

od dvou raznych bodi E, M..... libovolny bod hyperboly

F této roviny rovna kladné e...... vystfednost (excentricita) hyperboly
konstanté (2a < |EFI) et=da+ P

IMEI — IMFI = 2a.

B Vhodnou volbou soustavy soufadnic ziskdme rovnice hyperboly:

Poloha hyperboly v 0)_{y Rovnice hyperboly
y
_ 2 ( _ n)Z
Stiredova rovnice (xa—zm) - yT =1
2 2
SI0:0]:  Sr—p=1

Obecna rovnice  Ax>*-By’+Cx+Dy+E=0,(A>0,B>0)
0 y
y
)2 —n)?
Sti‘edovi rovnice % + (yTn =1
2 2
S[0;0:  —z+is=1

0 : % Obecna rovnice  Ax*+By?+Cx+Dy+E=0,(A>0,B>0)




Je-1i S[0; 0], nazyva se stfedova rovnice také osovd rovnice hyperboly.

Hyperbola se skladé ze dvou vétvi leZicich v thlech vy-
mezenych asymptotami. Jdou-li soufadnice bodu M k + oo,
bliZi se bod M k asymptoté hyperboly.

Rovnoosa hyperbola ma obé poloosy stejné dlouhé (a = b).
Casto je umistujeme tak, Ze S = 0, osami jsou osy kvad-
rantu a asymptotami soufadné osy. Pak je rovnice rovnoosé
hyperboly: y =+ ~-. (V praxi se uZivd napt. ke grafickému

znazornéni neptimé tmeérnosti...).

Také hyperbolu lze vyjadrit parametricky. Naptiklad hyperbola, kterda ma S[0; 0], hlavni osa splyva s osou x,
délka hlavni poloosy je a, vedlejsi b, je parametricky urcena takto:
a
xX=—= ;
CosP Lpe <()°: 90°) U (90°;270°) U (270°;360°)
y=b-tge

x-m’ (-n’
2

p o 1 ma asymptoty y —n==+ b (x — m). Analogicky ziskdme asymptoty v dalSich

T a

Hyperbola
ptipadech.

Hyperbola déli rovinu na tfi ¢asti. Dvé ¢asti, ve kterych leZi ohniska hyperboly, se nazyvaji vnittkem hyper-
boly — kazdy jejich bod je vnitfnim bodem hyperboly. Zbyvajici ¢ast se nazyva vnéjsi ¢ast hyperboly a kazdy
jeji bod je vnéjsim bodem hyperboly. Body hyperboly do Zadné z téchto ¢asti nepocitame.

Oznacime-li levou stranu obecné rovnice hyperboly f(x,y), pak pro libovolny bod L[x,y] plati:
a) flx,y) = 0, je-li L bodem hyperboly

b) flx,y) > 0, je-li L vnitinim bodem hyperboly

¢) flx,y) <0, je-li L vnéj§im bodem hyperboly

2 2
I Urdete stied a délky poloos hyperboly 45 — 2= =1.
- 2 2
Reseni: Jedna se vlastné€ o osovou rovnici hyperboly % — % =1, z cehoZ plyne, zZe: a = 7, b = 4, S[0; 0].

I Napiste osovou rovnici hyperboly, kterd ma na ose x hlavni poloosu @ = 3 a prochdzi bodem M[5; 2].

~ 2 2
Reseni: Osovd rovnice takto zadané hyperboly je %5 — % =1. Dosazenim soufadnic bodu M, tedy
a
5y =2add - 254 _ 29 Rovnice md tvar & — 2 —
x =5,y =2 adélky poloosy a = 3 dostaneme: 0 1. Odtud ™ = 1 Rovnice ma tvar 991" 1.

Upravujeme na x> — 4y* = 9.

Rovnice hyperboly je x> — 4y? = 9.

(I Urcete osovou rovnici hyperboly s hlavni osou v ose x, kterd prochazi bodem A[5/3; 4/9] a jejiz asymptoty

jsou)’=i%x.
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S . . . b s .
Reseni: Porovnanim rovnic asymptot y =+ %x s rovnici ¥ =+ X dostivime % = % Odtud a = 3b. Dosadime-

2 2
li do osové rovnice hyperboly s hlavni osou v ose x, dostaneme: # - % =1. Soufadnice bodu A musi
(5/3)° _ (419)° _
9°

1=b?=1 a osova rovnice hyperboly je rovnice,

rovnici hyperboly vyhovovat, tedy: i =3

tedy x> — 9y” = 1.

I Napiste rovnici rovnoosé hyperboly, jejimiZ asymptotami jsou soufadnicové osy a kterd prochdzi bodem
M[-3; 2].
Reseni: Jedna se o rovnoosou hyperbolu, kterou Ize vyjadiit rovnici y = % Bod M musi rovnici hyperboly
-6

vyhovovat, tedy 2 = _L3 = k =—6. Rovnice hyperboly je y = —= , neboli xy = —6.

I Zjistéte, zda dand rovnice je rovnici hyperboly, a je-li tomu tak, urcete jeji stfed, ohniska a délky poloos:
a)9x?— 16y —36x + 32y—-124 =0
b)9x2 —16y?—36x + 32y +20 =0

Reseni: a) Rovnici postupné upravujeme takto:

9% — 363 — 16y% + 32y = 124 = 9(:*—4x) — 16(*—2y) = 124 = 9(xP—4x-+4) — 16(*—2y+1) =

@=2 -D’_,
16 9 -

1244+9-4-16-1=9x—2)2 - 16(y—1)? = 144 =
a?=16=2a=4,0>=9=b=3

Odtud vyplyva, Ze se jedna o rovnici hyperboly, kterd ma « = 4, b = 3, stfed S[2: 1], hlavni osu
rovnob&Znousosoux,e2 =16+9=25e=5m—-e=2-5=-3m+e=2+5=17,

tedy E[—3; 1], F[7; 1].

2 2
b) Analogickou dpravou dostaneme: 9x* — 16y?> — 36x + 32y + 20 = 0 = % _o=D 0

9

Odtud vyplyvd, Ze se nejedna o rovnici hyperboly.

PARABOLA

zapamatuj si

Parabola je mnoZina viech ~ Y4d|K V... vrchol paraboly
bodtt M v roviné, které . M F ..... ohnisko paraboly
maji stejnou vzdalenost od _|P2IPE\  osaparaboly, o osa paraboly
daného bodu F (ohniska) ohnisko d...... fidici piimka
a Eldlil pfimky d,hkteré M..... libovolny bod paraboly
ﬁ( 1r\1/}|s =er|[1 I\/ESFIOC azi. O‘ g Toaroovareod % Pooee parametr paraboly
fidici pfimka
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B Vhodnou volbou soustavy soutfadnic dostaneme vrcholovou rovnici paraboly, popf. obecnou rovnici paraboly.

Poloha paraboly v O’Sy Rovnice paraboly

Vrcholova rovnice (y—n)? = 2p(x—m), p > 0

Obecna rovnice y? + Ax + By+ C=0,A#0

Vrcholova rovnice (y—n)*> = —=2p(x—m), p > 0

Obecna rovnice y? + Ax + By + C = 0,A#0

Vrcholova rovnice (x — m)> = —2p(y — n),p > 0

Obecna rovnice x> + Ax + By+ C=0,B#0

Za L o y=n+5
Vim;n Vrcholova rovnice (x — m)*> = —=2p(y — n),p > 0
e p
F[m'f"f] Obecna rovnice x> + Ax + By+ C=0,B#0
0 X
B Je-li V[0; 0], pak vrcholova rovnice paraboly je: y* = + 2px, je-li o] x x* = =x2py,jeliolly

B Oznacime-li levou stranu obecné rovnice paraboly f(x;y), pak pro libovolny bod L[x;y] je:
a) fix;y) = 0, je-li L bodem paraboly
b) fix;y) < 0, je-li L vnitinim bodem paraboly
c) flix;y) > 0, je-li L vnéjsim bodem paraboly

(I Urcete vrcholovou rovnici paraboly, ohnisko a rovnici fidici pfimky, je-li vrchol V[0; 0], osa paraboly
0 = x a parabola prochazi bodem A[1; —6].

Reseni: Je-1i V[0; 0] a osa paraboly leZi v ose x, pak ma parabola rovnici y*> = 2px. Bod A na parabole lezi, tedy
jeho soufadnice musi rovnici paraboly vyhovovat: (—6)*> = 2p - 1 = 2p = 36.
Rovnice paraboly je y* = 36x. JelikoZ g =9, je F[9; 0].

Ridici pfimka d ma rovnici d: x = —9.

WGRAONVENT 137



y
\ 10: x=4 ,
3h | /
21\ i
EE Urcete vrchol, osu, ohnisko a fidici pfimku pa- (}) : \ : /
iav A _ :
raboly vyjadfené rovnici: x> — 8x— 3y + 10 = 0. ol 3456789 %
Reseni: Rovnici postupn& upravujeme takto: '; *F4:45/4]
- V- diy=-11/4
- 8% = 3y- 10, - -2 y=-t/
x2—-8x+16=3y-10 + 16
x—4)?*=30+2)=>m=14 2p=3 n=-2
Vyuzitim vztahl: Vim;n], d: y = g, Flm;n+ g , dostaneme vysledek (viz obr.):
Parabola ma vrchol V[4; —2], osu 0: x = 4, Fidici pfimkud: y = —11/4.

(IE Urcete rovnici, vrchol a ohnisko paraboly, kterd mé osu rovnobéZnou s osou y a prochdzi body
KI[5; 2], L[—1; 5], M[3; 1].

Reseni: Pokud hledana parabola existuje, je ddna rovnici x* + Ax + By + C = 0, kde B # 0.
Body K, L, M leZi na parabole, proto jejich soufadnice musi rovnici vyhovovat:

KI52l: 5*+5A+2B+C=0
LI-1;5: (-1)?+(DA+5B+C=0{ =A=-6B=-4C=13
M[3;1]: 3*+3A+1B+C=0

Dosazenim A, B, C do rovnice paraboly dostavame x? — 6x — 4y + 13 = 0, neboli (x—3)? = 4(y—1).
Odwdm =3,n=15=1

Parabola ma vrchol V[3; 1], ohnisko F[3; 2], rovnici x> - 6x —4y + 13 = 0.
VZAJEMNA POLOHA PRIMKY A KUZELOSECKY

zapamatu;j si

B P1i vySetfovani vzdjemné polohy piimky a kuZelosecky vyjadiime tyto dtvary pomoci soustavy rov-
nic. JestliZe soustava sloZena z linedrni rovnice (ptimka) a rovnice kvadratické (kuZeloseCka) v R*

* ma pravé dve feSeni, ma kuZzelosecka s primkou spole¢né dva body
* mad jedno feSeni, ma kuzelosecka s pfimkou spole¢ny jeden bod
* nemad Zzadné redlné feSeni, nemd kuZelosecka s pfimkou Zadny bod spole¢ny

B Tecéna kuZelosecky ¢ je pfimka, kterd neobsahuje Zadny bod vnitini oblasti kuZelosecky a ma s kuZe-
loseCkou spole¢ny prave jeden bod T (bod dotyku).

B Secna kuZelosecky s ma s kuzeloseckou bud spolené pravé dva body, nebo ma s kuZeloseckou spo-
le¢ny pravé jeden bod, ale neni te¢nou kuzelosecky. (Se se¢nami, které maji s kuzeloseckami jediny
spole¢ny bod, se miiZzeme setkat pouze u paraboly (pfimka rovnobézna s osou paraboly) a hyperboly
(pfimka rovnobézna s asymptotou). Spole¢né body kuZeloseCky a pfimky nazyvame praseciky pfim-
ky a kuZelosecky.

B Vnéjsi primka kuzZelosecky n nema s kuzelose¢kou Zadny spole¢ny bod.

B Pokud existuje prusecik dvou tecen, nazyva se pol kuzelosecky. Spojnice bodu
dotyku téchto tecen s kuZeloseckou je polara p.
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B Polohu pfimky a kuzelosecky popisuje tabulka:

KuZelosecka a primka

Rovnice kuZelosecky a jeji tecny v dotykovém bodé€ T[x,; y,]

kx2+y*=r
txx, +yy, =r

k (x—m)*+ (y—n)* =12
t: (x—m)(x,—m) + —n)(y,—n) = r*

2
o (x—zm)2+(y72n) -1
a b
. (xfm)a(zxofm)Jr(yfn)b(zyrn):1

ES —zm)2 Lo —zn)2 1

G m@mm) = =) |
: 2

t

b’ a
2
he (X :12”1)2 _ 0’;2’1) =1
£ (x—m)(xo—m)_(y—”)()’o—”)_l
N a2 b2 -

x—m) (y—n)?
!

t:_(x—m)(xo—m)Jr(y—n)gyo—n):l

bZ

a

po—ny=—

p: (x—m)* = 2p(y—n)
p:(x—m)?=-2p(y—n) ¢t (x—m)(xo—m) = —p(y+y0—2n)
p: y—n)* = 2p(x—m)
2p(x—m) t. —n)(y,—n) = —p(x+x,—2m)

t: (x—m)(x,—m) = p(y+y,—2n)

t: y—n)(y,—n) = p(x+x,—2m)

B Je-li S[0; 0], resp. V[0; 0] 1ze rovnice zjednodusit, napt.
te:%+%=1,th:);—3§°—%=l,tp:xx0=p(y+y0)atd‘

B Rovnici polary (spojnice bodl dotyku) dostaneme,
dosadime-li do rovnice te¢ny misto souradnic bodt dotyku
soufadnice pélu (tj. priiseCiku tecen) Plx;; y,].

B Tecna kruznice pro T[x,; y,]:

t: (x—m)(x,—m) + —n)(y,—n) = r*
B Polara kruznice s polem P[x ; y I:
p: x—m)(x,—m) + —n)(y,—n) = r*
B Analogicky pro ostatni kuZelosecky a jejich polary.

poldra P T

Poléru 1ze vyhodné pouZit, hleddme-1i naptiklad rovnice tecen uvedenych z bodu (p6lu) ke kuZelosecce.
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B Piimka kolma4 k tecné se nazyva normadla. Jeji rovnici snadno dostaneme z rovnice teny (normélovy vektor

tecny je smérovym vektorem normaly).

B V praxi se Casto udéavaji rovnice tecen i kuZelosecek v upraveném tvaru (s odstranénymi zlomky) — napft.
2 2

rovnici & + 2 =1 upravime na b%? + a2y? = a?b? a jeji teCnu na tvar b’xx, + a*yy, = a?b.
a* b 1 1

@ Urcete vzdjemnou polohu kruZnice x2 + y? = 25 a piimky p: x =5+ 3¢ } /ER
y= 4t ’
Reseni: Budeme hledat spolecné body kruZnice a pfimky. Z rovnice pfimky dosadime za x a y do rovnice kruZnice:
(G+3t+ 4P =25=252+30t=0=1t,=0,t,= —6/5
Dosazenim za t do rovnice piimky dostaneme spolecné body piimky a kruzZnice: P,[5; 0; P,[7/5; —24/5].
Pfimka je secnou kruZnice.

2 2
(T Napiste rovnice tecen elipsy % + y? =1, které se protinaji v bodé P[0; —3], a urCete thel, ktery tecny

sviraji.
Reseni: Rovnici elipsy fe$ime s rovnici polary (bod P[0; —3] je prise¢ikem teCen, tedy polem) a dostaneme
body dotyku:
:5x° + 9y’ =45 P +9y° =4 *+9y" =4
e:5x"+9y X+ =45 LA =L s 9532 =4s.
P 5xx + 9yy, =45 5x-04+9y-(—3)=45 y=-—5/3

Odtudx = -2 ay = —5/3, tedy T|[—2; —5/3] nebo x = 2 ay = —5/3, tedy T,[2; —5/3].
Dosazenim soufadnic bodi dotyku do rovnice te¢ny uré¢ime rovnice te¢en v T aT,:
T [-2; =5/3):t, = 5x(—2) + 9y(—5/3)-45=0=,=2x+3y+9=0
T,[2; =5/3]: 1, = 5x(2) + 9y(—5/3) =45 =0=1¢,=2x-3y-9=0
2-2+3-(=3) 5

Te(:nysviraji1’1hel(p:cos¢=‘/22 T 7 3)2=ﬁ:(pi67°22'48".

(I Urcete keR tak, aby piimka y = kx — 8 byla te¢nou hyperboly 8x? — 18y* = 144.

Re¥eni: K tomu, aby piimka (1) y = kx — 8 byla te¢nou hyperboly (2) 8x% — 18y? = 144, musi mit soustava
rovnic (1) a (2) pravé jedno feSeni a pfimka nesmi byt rovnobéznd s asymptotou hyperboly. Resime
soustavu: y = kx — 8 A 8x2 — 18y? = 144. Dosazenim za y do rovnice (2) dostavame:
8x2 — 18(kx — 8) — 144 = 0. Po upravach: xX(4—9k?) + 144kx — 648 = 0.

Tato kvadratickd rovnice ma jediné feseni, je-li jeji diskriminant roven nule. UZitim vzorce pro ,,sudé b*
dostavame: D = (—72k)? + (4—9k?) - 648. Anulovanim diskriminantu dostavame:

72U + 648(4—9K2) = 0 = 8K* + (4—9K?) = 0 = 2—K)(2+k) = 0. Odtud: k, = 2, k, = —2.

Obé smérnice jsou rizné od smérnic symptot (tzn. pfimka neni secnou rovnobéznou s asymptotou)
arovnicey = 2x — 8 i y = —2x— 8 vyjadruji tecny hyperboly.

@I Napiste rovnici te¢ny paraboly y? = 18x, ktera je rovnob&Zna s pfimkou p: 3x — 4y + 17 = 0. V bod&
dotyku urcete norméalu paraboly.

Reseni: 1. zpiisob: JestliZe takova te¢na existuje, pak ma rovnici yy, = p(x+x,), kde T[x; y,] je bod dotyku, p je
parametr paraboly. Z rovnice y> = 18x vyplyva, Ze p = 9.

X,
Upravime rovnici te¢ny a ur¢ime jeji smérnici: Y = %X tp Yi =k= %
Tato smérnice musi byt rovna smérnici dané pfimky p, tedy k = % Odtud d- % = % = % = % =y=12
1 1

Z rovnice y? = 18x dostaneme 144 = 18x, = x, = 8. Tedy T[8; 12].
Rovnice tecny je y - 12 = 9(x + 8). Po tprave #: 3x — 4y + 24 = 0.
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2. zpuisob:  Existuje-li te¢na rovnobé&Zna s piimkou p: 3x — 4y + 17 = 0, 1ze ji psat ve tvaru 3x—4y + ¢ = 0.

Resime tedy soustavu rovnic:

(1) 3x - 4y +c¢=0 (2)y*= 18x.Z druhé rovnice je x =

upravéch y2 — 24y + 6¢ = 0.

_8 Po dosazeni do (1) dostaneme po

Diskriminant D = 576 — 24c¢. Hodnotu ¢ ur¢ime z podminky pro te¢nu anulovanim diskriminantu:
D = 0= ¢ = 24. Rovnice tecny je t: 3x — 4y + 24 = 0. Te¢na ma normélovy vektor (3; —4).
Normédla je k tecné kolmd, proto ma normalovy vektor (4; 3) a plati pro ni rovnice 4x + 3y + ¢ = 0.
JelikoZ bod T[8; 12] na normale leZi, musi jeho soufadnice této rovnici vyhovovat:

4-8+3-12 + ¢ = 0= c = —68. Rovnice normaly je n: 4x + 3y —

VZAJEMNA POLOHA DVOU KUZELOSECEK

68 =0.

B V analytické geometrii ur¢ujeme vzdjemnou polohu dvou kuZelosecek feSenim soustavy rovnic, kterymi jsou
kuZelosecky vyjadieny. Casto hledime nejen spolecné body obou kiivek, ale zajima nés odchylka jejich

tecen ve spolecnych prisecicich tzv. dhel kiivek.

T Urcete priseciky elipsy x2 + 2y>— 6 = 0 a hyperboly 22—y -3 =0

Vypoctéte odchylku tecen v jednom jejich pruseciku.
Reseni: Prise¢iky uréime feSenim soustavy rovnic:
() 22+ 2y2=6
2 -y =3
- + -
Odectenim (2) od (1) dostaneme: 3y?> = 3=y = +1
Dosazenim do (2) za y uréime x: x> —1 =3 =x = £2

Priseciky jsou vzhledem k poloze kuZelosecek symetricky

rozloZeny: P [2; 1], P,[—2; 1], P,[-2; 1], P,[2; —1]
Tecny kiivek v praseciku P [2; 1] jsou:

tixx, +2yy,=6=2x+2y=6=t:x+y-3=0
tixx,—yy,=3=>2x-1y=3=1:2x-y-3=0
Pro odchylku tecen (thel kiivek) plati:

1-241-(=1)| _ 1 1 _Ji0o
JP+12 2 (-1 /2/5 /10 0

\‘

coso =

B Pozndmka:

=0,31623 = o = 7134’

JelikoZ rovnice x? + 2y>— 6 = 0 Ay > 0 je implicitnim vyjadienim funkce y = f{x) a obdobn&
x2—y*—3 =0 Ay > 0 implicitné vyjadfuje funkci y = g(x), 1ze k urleni thlu k¥ivek vyhodn& vyuZit
derivaci implicitni funkce (podrobnéji viz literatura). VySe uvedenym zplisobem ur¢ime prisecik P,.

Smérnici teCen funkcei f;, g ur¢ime jako hodnotu prvni derivace téchto funkei v bodé P[2; 1]:

. . L r__i o . __l;__

fi2x+2-2yy=0=y= 2y:ke_y(z,l)_ 5T 1

§:2x-2y =0=y =3 k=) 2 D=1=2

Pro odchylku tecen o dostaneme: tg o = k= k, >tga= _—1-2
1+ kk, 1+(=1)-2

=3=a=71"34
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7.5. KVADRATICKE UTVARY V PROSTORU

B Kouli, rotacni elipsoid, hyperboloid i paraboloid nazyvame kvadratickymi tdtvary, nebot je 1ze v analytické
geometrii popsat v Oxy: kvadratickymi rovnicemi. Na stfedni $kole se zaméfujeme jen na kouli a kulovou plochu.

Kulova plocha S[m; n; p] r>0 S[0; 0; 0]
x—m)* + y—n)*+ (z—p)* =r* X+ +z2=r
Koule S[m; n; p] r>0 S[0; 0; 0]
(x—m)* + —n)* + z—p)*=r X+ +2<r
Tecna rovina S[m; n; p] Tlxy Yo 2] S[0; 0; 0]
(x—m)(x,—xm) + y—m)(y,—n) + (—p)z,—p) = 1* xxy +yy, 2z, =1

B Kulovou plochu lze vyjadfit kvadratickou rovnici zvanou obecna rovnice kulové plochy:

*+y*+722+Ax+By+Cz+D =0,kdeS —%;— %;— % je stfed plochy a jeji polomér

r=%/A"+B"+C’ 4D, pricemz A? + B? + C? > 4D.

(Ne kazda rovnice tohoto typu vsak vyjadiuje kulovou plochu!)

B Ulohy o kulovych plochach a jejich teénych rovinach se fesi obdobnymi postupy jako tlohy o kruznicich
a jejich tecnach.

I Rozhodnéte, zda dand rovnice vyjadiuje kulovou plochu; pokud ano, urcete jeji stied a polomér.
ax?+y*+2-2x+6y—-4z-86 =0

Reseni: 1. zpiisob:  +1 +9 +4 +1+9+4
(**—2x) + (y*+6y) + (z*—4z) = 86
@—=1)2 + (y+3)? + (z—2)* = 100 = Jedna se o kulovou plochu se stiedem S[15 =33 2]
a polomérem r = 10j

2. zpusob: Porovnanim s obecnou rovnici dostaneme: A = —2; B = 6; C = —4; D = —86.
_A._B._C|_ _ﬂ._g._ﬂ]_ 3
s[4 B §f=[- G2 -6 - GB]-ni 32

r:%/A2+B2+C2—4D:,/(—2)2+62+(—4)2+4<86:10
Rovnice vyjadiuje kulovou plochu se sttedem S[1; —3; 2], polomérem r = 10.

b)x?+y* +22-2x+6y—-47+86=0=... x—1)*+ (y+3)*+ (z—2)*= 72
72 < 0 = Rovnice nevyjadiuje kulovou plochu.

(I Napiste rovnici kulové plochy, je-li jeji stfed S[1; 0; 2] a leZi na ni bod A[1; 2; —4].
Pak urcete rovnici te¢né roviny kulové plochy v bodé A.
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Reseni: Polomér kulové plochy r=ISAl= /(1—1)> + (2 - 0)* + (-4 —2)* = /40.
Z rovnice (x—m)? + (y—m)? + (z—p)? = r? dostaneme po dosazeni soufadnic stiedu S[r; n; p]

a poloméru 7: (x— 1) + (y—0)? + (z+2)* = 40.

Upravou ziskame rovnici kulové plochy: x>+ y2 + 72— 2x + 4z - 35 =0.
Rovnice te¢né roviny (x—m)(x,—m) + (y—n)(y,—n) + (z—p)(z,—p) = r* ddva po dosazeni A[x; y ; zI:

@—=D(-1) + —0)2—0) + (z+2)(4+2) = 40.

Po tpravé je rovnice te¢né roviny v bodé A ve tvaru: y + 3z - 14 =0.

Te¢na rovina k dané kulové plose v bodé
Ajet:y+3z-14=0.

| Cviceni Iy

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

Jsou dény body A[2; 1], B[—3; 4], C[3; 5].
Urcete:

a) soufadnice vektoru u = AB a jeho velikost
b) souradnice vektoru v = AC a jeho velikost
¢) souradnice vektoruw = u + v

d) souradnice vektorus = 2u — 3v

e) skalarni souin u - v

Urcete vektorovy soucin vektor:
u=(1;3-D,v=(-2;,-40)

V rovnobéZzniku ABCD jsou dany vrcholy
A[2; 3], B[—2; 0] a stfed S[3/2; —2].

Urcete soufadnice zbyvajicich vrchol a Ctyt-
tihelnik narysujte v soustavé O .

Piimka p je urCena body A[0; 10] a B[1; 15],
pfimka g body C[—1; —1/4], D[—9/8; O].

a) urcete prasecik té€chto pifimek P = p N g,

b) bodem P vedte pfimku r tak, aby byla kolma
k ptfimce [: x + 3y = 0 a urcete jeji obecnou
rovnici.

Urcete vzdalenost bodu K[—3; —2; 1], od
roviny ABC, je-li A[—2; 10; 0], B[O; 0; =71,
C[1; 6; —5].

Pfimka a prochézi body A[1; —1; 3]

a B[3; 0; 0], pfimka b je urcena parametrickou
rovnici b: {x = —1—t,y = 1+t,z = =343t A
teR}. Urcete vzdjemnou polohu ptimek a, b

v prostoru. Jsou-li pfimky riznobézné, stanovte

7.7

7.8

7.9

7.10

7.11

7.12

jejich prisecik a odchylku.

NapiSte rovnici kruZnice opsané trojihelniku
ABC, jehoZ strany leZi na pfimkach
x+y+3=0,x+y-3=0ax+2y-3=0.
Urcete soutadnice vrcholi trojihelniku a jeho
obvod.

Napiste obecnou rovnici elipsy, kterd se dotyka
os souradnic, ma stfed S[5; —2] a osy rovno-
béZné s osami soufadnic.

Urcete vzdalenost stiedu kuzelosecky
x2—4y* + 6x + 32y — 155 = 0 od vrcholu
paraboly y* —4y -6y + 1 = 0.

Urcete priseciky hyperboly x? — y* = 16

s parabolou y* = Z x . Pak napiste rovnice teden

k obéma krivkam tak, aby tyto te¢ny prochazely
prasecikem krivek, ktery leZi v prvnim kvadran-
tu. Urcete tGhel téchto tecen.

Urcete hodnotu parametru g€R tak, aby pfimka
p:y + g = 0 byla te¢nou kuZelosecky
x>+ 4y* + 4x-8y-28 =0.

Napiste rovnici plochy kulové y, kterd ma stied
totozny se stfedem koule x? + y? 4+ 72 < 25

a prochazi bodem A[1; 2; 3]. Pak urcete obec-
nou rovnici te¢né roviny 7 této kulové plochy

v bodé dotyku A.
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Crest L

7.1

7.2

7.3

7.4

1.5

Ma-li usecka krajni body A, B a stfed S a je-li
A[1/2; 3], S[—3/4; 17/8], pak plati:

a) B[—1/4; —5/4]

b) B[—2; —5/4]

c) B[2; —5/4]

d) B[—2; 5/4]

e) B[—8; —7/8]

Pro vektory u = (3; —2), v = (4; 6) plati:
a) vektory jsou navzijem kolmé

b) vektory maji opacny smér

¢) vektor v je dvojnasobkem vektoru u
d) vektory nejsou rovnobézné

e) uXxv=0

Vektor u = (—3; —2) je vzhledem k ptimce p:

3x+2y-1=0

a) normalovym vektorem pfimky p

b) smérovym vektorem piimky p

¢) vektorem rovnobéZnym s ptimkou p

d) vektorem kolmym k piimce p

e) vektorem opa¢nym ke smérovému vektoru
primky p

Napiste obecnou rovnici kruZnice, jejimz prame-

rem je isecka s krajnimi body A[—1; 1] B[1; —1].

Je déna rovina

o:{x=—-1+3s—t,y=1-6s+ 3¢,

z=2+4s-3tAstcR}abod P[1; 1; —2].

Pak plati:

a) rovina g prochazi bodem P

b) bod P nelezi v roviné o

¢) bod P leZi v roviné o

d) bod P ma vzdélenost od roviny g rovnu 5j

e) bod P je bodem, jehoZ vzdalenost od roviny
o je nulova
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7.6

7.7

7.8

79

7.10

Parabola ma ohnisko F[4; 2] a fidici pfimku

d:y = —2. Pak plati:

a) osa paraboly je rovnobé€Zna s osou x

b) osa paraboly je rovnobéZna s osou y

¢) parabola ma s osou x spole¢ny praveé jeden
bod

d) parabola protina osu y ve dvou riiznych
bodech

e) parabola osu y neprotind

Urcete hodnoty parametri a€R, bER, aby
rovnice ax> + by* = 81 byla rovnici kruZnice
s polomérem r = 3.

Urcete vzdalenost stiedi kuzelosecek
9x?— 16y* + 64y —-208 =0
2 2
X Y _
a 9 + 55 = 1.

Napiste rovnici te¢ny kuZelosecky
x*—8x -3y + 10 = 0 v bod& T[x,; —2].

Necht S je stfedem kuZelosecky

9x2 - 16y? - 36x + 32y - 124 = 0,

bod O je pocatkem soustavy O .

Pro polopiimku — SO plati:

a) prvni soufadnice libovolného bodu polo-
ptfimky — SO je rovna druhé soufadnici
tohoto bodu

b) vSechny soufadnice bodl dané polopiimky
jsou nezaporné,

c¢) ob¢ soufadnice bodll dané polopiimky maji
vzdy stejnd znaménka, popf. se obé rovnaji
soucasné nule,

d) soufadnice maji hodnotu vZdy mensi nez 4



8. Posloupnosti a rady

8.1. POSLOUPNOSTI

Definice

Posloupnost je funkce definovand v mnoZiné prirozenych ¢isel N.

B Funk¢ni hodnoty

B Konecna posloupnost

B Nekonecna posloupnost

B Grafem

B Zadani posloupnosti

posloupnosti pfifazené pfirozenému Cislu n se nazyvaji ¢leny posloupnosti a
znaci senapt. a, b, ...

(defini¢nim oborem je mnoZina prvnich k pfirozenych ¢isel) se zapisuje:
k

a, a,, a,,..., aresp. {a 5 _

(defini¢nim oborem je celd mnoZina N) se zapisuje:

a,ay, ..., d,..., TESP. {an}j’::], popt. (a )™

n’ n=1

posloupnosti je fada izolovanych bodi [n; a ], kde nEN

— slovnim predpisem,

— vyctem prvkii (u konecnych posloupnosti),

— graficky (u kone¢nych posloupnosti),

— rekurentnim vzorcem (zadany prvni Cleny a vztah pro vypocet dalsich ¢lent,
pomoci ¢lent pfedchazejicich),

— vzorcem pro n-ty clen.

@I Posloupnost je slovnim predpisem zadana takto: ,,Cleny posloupnosti tvofi prvnich pét pfirozenych

lichych ¢isel usporadanych vzestupné

Reseni: Posloupnost Ize urdit:

B vyctem prvkii: {1;3;5;7;9} B graficky 107

B rekurentnim vzorcem:

X

. Vyjadrete tuto posloupnost dal§imi zptisoby.

8,,
a
a,=1 7+ o
a =1 a,=1+2=3 61
a. ., =a +2 = a,=3+2=5 a,
ne{1;2;3;4} a,=5+2=1 5T ®
ag=7+2=9 4+
4 02
B vzorcem pro n-ty clen 3 ¢
a =2n-1=a ={2n-1p _, 2T




B Vlastnosti posloupnosti i jeji nazvy vychazeji z vlastnosti funkci:

Posloupnost {a }~ | se nazyva:

rostouci o VreN: a. . >a
Klesajici © VreN: a,, <a, monoténni posloupnosti,
nerostouci < VneN: a,<a
neklesajici < VneN: a,=>a

omezend shora & existuje takové h€R, Ze pro kazdé n€EN je a, < h,
omezend zdola & existuje takové dER, Ze pro kazdé n€EN je a, = d,
omezena & posloupnost je omezena shora i zdola zaroven.

oo

I Posloupnost {nL-i—l}

rostouci (nebot VREN: G+1— &,

je omezend zdola (nebot @, 2 d = 1/2) i shora omezend (nebota, <h=1) a

n+1 n 1
= — = >
m+D+1 n+1 m+2)(n+1) 0=,

n=1

>a, ).

@I Posloupnost {”T'H} je omezend shora (nebot @ < d = 2) i zdola omezend (nebota, > h=1) a
=1

~ (n+D+1_p+l__ 1
(n+1) n T nm+1) 0=a,.1<a).

klesajici (nebot VnEN: @) 41— a, =

8.2. ARITMETICKA A GEOMETRICKA POSLOUPNOST

zapamatuj si

Aritmeticka posloupnost Geometricka posloupnost
rekurentni definice
Je-li d (diference) libovolné realné cislo, Je-li q (kvocient) libovolné realné Eislo,
paka, , =a, +d. paka, =a, q

n-ty ¢len posloupnosti

a=a +@m—1)d a=a-q"

pro n > 1 aritmeticky primér: pron > 1 geometricky pramér:
1t Gy

@ = 2 |an|=‘/an—l'an+l

libovolné Cleny a, a_(r > s)

a=a+((r—s)-d a=a-q"°

soucet prvnich n ¢lent

"—1
proq # 1: s,,:aqu_l

s,,=%(a1+a,,)
prog=1lis,=n-a,

graf

Je-li ¢ > 0 A g # 1, je grafem mnoZina
izolovanych bodu leZicich na exponencialni
ktivee (a, = a, - g"").

Mnozina izolovanych bodu leZicich
na primee (a, =d-n + (a, - d)).




poznamka

@ Diikazy vzorci pro a,, s, 1ze snadno provést matematickou indukci.
@ V praxi maji vyznam aritmetické posloupnosti, kde d # 0

(obdobné geometrické posloupnosti, kde a # 0 A g # 0).
® Geometricka posloupnost vede ke vzorcim finanéni aritmetiky.

@I V aritmetické posloupnosti je a, = 10, d = — 15. Urcete prvnich pét Clenil této posloupnosti,
dvacaty Clen a soucet prvnich dvaceti ¢lend.

Reseni: a) ze vztahua,,, =a_+ d plyne:
a,=a +d=a =a,-d=25
a,=a,+d=a,=-35,analogickya, =a,+d=a,=-20,a,=a,+d=>a;=-35
Plati: a, = 25,a,=10,a4,=—5,a,= — 20,a,=-35

b) ze vztahua = a, + (n—1) d dostivime:
o =25+ (20-1)-(=15) = a, = — 260

¢) soucet prvnich dvaceti ¢lent je s, = %(m +a,), kde n = 20

$0= % [25 +(— 260)] = 8 =— 2350

I Urcete soucet prvnich péti ¢lenti geometrické posloupnosti, pro kterou plati:
a+a,+a,=26Aa +a,=20.

Reseni: Ze vztahu a = a,qdostivame: a,= a,q, a,= a,g*. Tedy:
Da,+a,¢=20

= = _6
(2)a, +a,q + a,q* =26 }ﬁ“‘q”o—%ﬁ%q%éq—a}

Po dosazeni do rovnice (1): a, + a, =20=a2>-20a,+36=0
al
7 - 3F-1
=2Aqg=3=s5=q-" 7=1 —2 31 =242
Uloha ma 2 feseni 1y,
5 1) =
_ _1 _ o qg-=1_ (3) _ 242
a1—18/\q—3=>s5—a] q_1—18 T, =55
3
Soucet prvnich péti ¢lenti geometrické posloupnosti je bud 242 nebo 239
@ET@ Velikosti stran pravouhlého trojihelniku tvofi tfi po sobé jdouci Cleny 9
aritmetické posloupnosti. Piepona ma délku 30 cm. Urcete délky odvésen. c=x+d
a=x-d

Reseni: OznaCime-li: a=x—-d,b =x,¢c =x + d, pak:
(Hd=30-x (pfepona)

b=x
(2) (x-d)* + x2 =302  (Pythagorova véta)

Upravou (2'): (x — 30 + x)? + 22 = 302 = 5x2 - 120x = 0 = (x, = 0),x, = 24
diferenced =30-24=6=>a=x-d=24-6=18
Strany jsou 18 cm, 24 cm a 30 cm.
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T Mezi cisla 3 a 18 vloZte dvé Cisla tak, aby prvni tfi tvofila geometrickou posloupneost a posledni tfi
posloupnost aritmetickou.

Reseni: 3; a,; a, ... geometrickd posloupnost ... (1) % = %
a,; a;; 18 ... aritmetickd posloupnost ... (2) 8- a,=a,—a,
Dosazenim a; = 18 ;_ @, (2) do (1) dostaneme 2a,”> - 3a, - 54 = 0 a odtud @, = — % nebo 6.

Z toho plynou 2 feSeni: 3, — 9/2, 27/4, 18 nebo 3, 6, 12, 18.

CET® Ve mésté praimérné rocné pribyva 50 obyvatel na 1000 lidi. Za kolik let se pocet obyvatel mésta timto
tempem rustu zdvojnisobi?

Reseni: Roéni piirtistek obyvatel je p = 5 %.

Pocet obyvatel na po¢atku ... N

Pocet obyvatel na konci 1. roku ... Ny=Ny+ N, - % =N, (1 + L)
Pocet obyvatel na konci 2. roku ... N, =N+ M % =N, (1 + L) + N, (1 + 555
Pocet obyvatel na konci n-tého roku ... N, = N, (1 + %)

Pro zadanou tlohu je N = 2N a tedy plati: 2N, = N, (1 + %) =2= (1 + 2

Pocet obyvatel ve mésté se zdvojndsobi priblizné za 14 let.

8.3.LIMITA POSLOUPNOSTI

Definice:

Rikame, Ze realné &islo a je limitou posloupnosti {a } . pravé kdyZ ke kazdému redlnému Cislu € > 0
existuje takové n €N, Ze pro viechna pfirozend Cislan > n  je a E(a — €, a + €), §j. plati
la, — al < €. Zapisujeme lima, =a.

n—oo

B Geometricky vyznam limity:

Ma-li posloupnost limitu a, pak ke kazdému (libovolné malé- 9,
mu) € > 0, existuje takové pfirozené ¢islo n, Ze pro vSechna a,

N . N a+e
n > n lezi v8echny body grafu posloupnosti uvnitf pasu, a, a,
jehoZ hrani¢ni pfimky jsou rovnobézky prochézejici body . g, Nek
a + &, a— € kolmo ke svislé ose grafu. a- | 4 a,

o ! : : : :
B Posloupnost, kterd ma vlastni limitu (¢€R) se nazyva 1 2n=34 5 6 7 n

konvergentni.

B Posloupnosti, které nejsou konvergentni, se nazyvaji divergentni (diverguji k + oo nebo k — oo, nebo jsou
oscilujici), zapisujeme lima, = +oo, resp. lim a, = —oo.
n—oo n—oo
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B Pro limity posloupnosti plati véty:

(1) KaZda posloupnost mé nejvyse jednu limitu.
(2) Je-li posloupnost konvergentni, pak je omezena (obrdcend véta neplati).

(3) Jsou-li posloupnosti {a }*_ , {b }*  konvergentni, pak plati:

a) lim(a,+ b,) = lima,+ limb, Limita souctu je rovna souctu limit.
b) lim(a,—b,) = lima, — limb, Limita rozdilu je rovna rozdilu limit.
¢) lim(a, b, = lima, limb, Limita soucinu je rovna soucinu limit.
a, lima,
d) lim-2=24== Pro limb, # 0 je limita podilu rovna podilu limit.
n—oo b hm b n—oo
e) lim(c- a,,) =c- lima,
poznamka

B [.ze dokazat, Ze Zadna aritmeticka posloupnost s d # 0, a Zadna geometricka posloupnost s Igl > 1

nemd vlastni limitu. Ma-li geometrickd posloupnost Igl < 1, pak lima, = 0.

B Posloupnost {( 1+ l) } je rostouci a zdola omezena ¢islem 2, shora ¢islem 3. Ma tedy limitu,
n=1

kterou oznacujeme e (Eulerovo ¢islo): ¢ = lim(l + %) . Eulerovo ¢islo e = 2,718281 ... je zakladem

prirozenych logaritmu.

® Pii fedeni piikladii vyuZivime hm# =0, kde keN. (Napf. lim1-= 0, lim L, = 0, ad.).
n—oo n—oo n—opn
1 2 ( _2) imd— 2 limL
o o lim =2 g A i) fimA-2limy 404
”"5”“% TSty fm(sek) lmSelimg o 30
1) 2V
lim[ 2 +2n nz-i-Zn2 n’+2n n? lim1+ﬁ _12_L
b)naw3 1) WES32 1) Tlete3nr a1 1| T |ane 1| \3 9
n n-+ n-+ L 3+7
n2 2
! o)t [T 1)
lim n-(n— /14 %) = lim ¢ tn)@mt/l4m) _pon=lon) n_ oy, -1 L
e e (n+/14n2) L T
n
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8.4. NEKONECNA RADA A JEJi SOUCET

Definice:

I
Mz
o

Je-li {a }> |, posloupnost, kterd ma ¢leny a,, a,,..., @ ,..., pak vyraza, + a, + a, + ... + a, + ...
se nazyvd nekonecna rada. Cislim a, a,,..., a ,... se fikd Cleny nekonecné fady.

B Priklady nekonec¢nych rad:

) X —1D=0+3+8+...+ (" =D +... ¢) Z(—l)"%=—2+1—%+%—%+---
nel n=1
- n—1 2 n—1 wl_l l L L

b) Daq" =at+aqtad+. . +aq" T+ d)z3 =g3tgta7tgrt
n=1 =

® Pro danou nekonecnou fadu 2,6, = & + & + ...+ @, + ... yytvoiime posloupnost &astecnych
4o o . _ n=1
souct {s }> . s, =aq,
s,=a, t+a,
5= a ta,+a,

s =a ta,+..+a

Existuje-li pro posloupnost {s,}~_ limita lims, = s € R, pak tuto limitu nazyvime sou¢tem nekone¢né
= n—oo

fady a fikame, Ze nekone¢na fada je konvergentni (v opacném pfipadé je Fada divergentni).

Zapisujeme Za,, =s (Zan znadi tedy nejen nekonecnou fadu, ale i jeji soucet).

n=1

B Véty o konvergenci, resp. divergenci nékterych nekonecnych rad:

(1) Jestlize fada Za,, konverguje, pak lima, =0 ... nutnd podminka konvergence.

n=1

(2) Kazda aritmetickd nekone¢nd fada a, + (a,+d) + ... + [a,+(n — 1)d] + ..., kde d # 0 je divergentni.

(3) Geometrickd nekonecnd fadaa, + ag + ag*+ ... tag"~ '+ ... je:

a) konvergentni prave tehdy, je-li lgl < 1 a pro jeji soucet plati s = I flq
b) divergentni, je-li lgl = 1
(4) Harmonicka rfada i % je divergentni.
T a) Rada Z =2=0+ é + % + 431 + ... nekonverguje, nebot nesplﬁuje nutnou podminku
konvergence hm 9é 0. Je to fada divergentni.

b) Rada Zl% = % + % + % + % + ... konverguje, nebot je to geometricka fada a plati Igl < 1.

Rada spliiuje nutnou podminku konvergence:

o 2 <
soudet s = —T= 1. Tedy Z
7 -

1 _
2"
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poznamka

® Pomoci nekoneénych fad lze definovat napt.:

sinx—x—x—3+x—5—x—7+ kde x eR ele"‘l"‘x_z"‘---:ix_kkdeXERkEN
I TR TR TR 12 S0k ’
X, xtxf
Cosx:I—T—Fﬂ—a'f—...,kdexeRatd. (Leibnizovafada)

@ Rady umoZiuji pfevést racionalni &islo dané periodickym desetinnym rozvojem na zlomek.

Plati0351=_% 51102 _ 51 _51_17

l—-qg 1-10"% 10°—1 99 33

T 3x—4
b)3F*+¥+277+81"+ ... =1

@I Reste v R: a)1+%+i2+§3+m_4x—3
X’ x

Reseni: a) Leva strana rovnice je tvofena nekone¢nou geometrickou fadou, kterd pro

2 iy . . . 1 _4x-3
‘;‘ <1tj. x € (=00 — 2) U(2; o) konverguje a plati: 1_—; =31
X
Odtudx*-Tx+ 6 =0 @x=1)V(x=06).
Vyhovuje feseni K = {6}.
b) Rovnici Ize upravit na tvar 3* + (3*) + (3%)® + (39)* + ... = 1. Leva strana rovnice je dana neko-
nec¢nou geometrickou fadou s kvocientem g = 3%, kterd pro 137 < 1 tedy pro x < 0 konverguje a plati:
%zlzyz1—3’:2~3X=1:3*=%:xlog3zlog%:xlog3zlogl—logZ:
Sxlog3=—log2 s x= 1282\ 063090
log3 ’
_[_log2]
| log3]
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I Je dan Ctverec o strané délky a. Spojnice stfedi jeho stran utvori opét 9 %
¢tverec. Do tohoto Ctverce je vepsan Ctverec stejnym zplisobem atd.
Vypocitejte, ke které hodnoté se blizi soucet obvodil a soucet obsahti
vsech Ctverct, které vzniknou vyse uvedenym zptisobem.

alﬁ_
5=

Reseni: Strany uvaZovanych &tverci maji délku: @, = a, a, =

Odtud pro obvody Ctvercil vyplyva: O, = 4a,

Tato ¢isla tvoii geometrickou posloupnost s kvocientem g =

a/2 , aaf a asf _a/2 4
2 =7d= 4

0,=2a/2, 0,=2a, O,=a/2atd.

/2
7<1.

Soucet obvodi je pak dan nekone¢nou konvergentni geometrickou fadou:

da+2a/2 +2a+a/2 + ..., ktera ma soucet

o__4 _ 8 2+/2 _8a(2+/2)
Y5 S R ) 2
2

2
Pro obsahy &tverci plati: S, =d’, S, = %, 3=

=4a(2+/2)

2 2 2

Soucet obsaht je dan nekone¢nou konvergentni geometrickou fadou a+ % +7t % + ..., kterd ma

2

soucet 5, = —& = 2a2
T2
Zdvér: Soudet obvodi &tverci dané vlastnosti je 4a (2 + /2), soucet obsahi t&chto &tvercii je 2a2.

.
8.1  Vypiste prvnich pét ¢lenti posloupnosti

{2n—1}7_, a uréete o jakou posloupnost se
jedna.

8.2 Vynélezce Sachu chtél za odménu na prvni
policko Sachovnice jedno zrno pSenice, na kazdé
dalsi policko vzdy dvojndsobek poctu zrn, které
byly na pfedchozim poli. O jaké uréeni posloup-
nosti se jedna? Pokuste se popsat posloupnost
vhodnym vzorcem. Kolik zrn bude na posled-
nim poli Sachovnice?

8.3  Vypiste prvnich pét ¢lenti posloupnosti zadané

rekurentnim vztahema,=—1,q,, ,=—2a,+3.

8.4 Urlete, zda posloupnost {2n + 1} _ je rostouci,
neklesajici, omezena.

152 WFRHCVENT

8.5

8.6

8.7

8.8

Urcete soucet prvnich padesati ¢lenti posloup-
nosti:

ay{2n-1}_, b) {%}:

Urcete soucet prvnich Sesti ¢lent aritmetické
posloupnosti, pro kterou plati:
a+a,=22Aa, a,=88.

Vypoctéte také a,, a,

V geometrické posloupnosti je a, = 12,
a, = 48. UrCete a,.

Urcete obsah pravouhlého trojihelnika, jehoZ
délky stran tvofi tfi po sobé jdouci ¢leny aritme-
tické posloupnosti a polomér kruznice tomuto
trojihelniku opsané je 5 cm.



8.9

8.10

8.11

V lese pribyva kazdym rokem 7,18 % drevni
hmoty. Za kolik let se pfi stalém ro¢nim pfirtst-
ku dfevni hmota v lese zdvojndsobi?

Vypoctéte:

. 3n—2
a) M2, 55

b) }i_n;Z(n—,/n—i—nZ)

o n—=2
c) }1};(4 n)>

Rozhodnéte, zda je fada konvergentni
a v kladném pfipadé urcete jeji soucet:

V1
2T

b) ngl(_ 1)»1 . 3n

1
C),gln(n—i-l)

©

Test K

8.1

8.2

8.3

8.4

Posloupnost {—4;—2;0;2;4} je:
a) konecna

b) geometrickd

c) aritmetickd

d) rostouci

Soucet prvnich n lichych pfirozenych Cisel je:
a) 2n—1

b)2n+1

c) n?

d) o

Urcete soucet prvnich tii po sobé jdoucich ¢lenti
aritmetické posloupnosti, pro kterou plati:
a,=12Na, = 18.

+117
neni:
n n=1

Posloupnost {
a) rostouci
b) klesajici
¢) omezena shora
d) omezena zdola

8.12

8.13

8.14

8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

8.10

Reste v R:
2V 4x—3
a)nzzl(}) T 3x—4

< . n-1_ 1
b) nz::l(_ sinx)" = cos X

o l<3*') =1

n=

Prevedte na zlomek:
a) 0,2348

b)2.634

Do ¢tverce je vepséan kruh, do kruhu opét
¢tverec, do nového Ctverce opét kruh atd. Urcete
soucet obsahtl v§ech kruh@i, ma-li ptivodni ¢tve-
rec stranu délky /2 m.

Hladina jezirka se pokryva lekniny tak, Ze se
plocha pokrytd lekniny za den zdvojndsobi. Tti-
caty den byla hladina plna lekninti. Kolikaty den
byla zakryta lekniny polovina hladiny jezirka?

Stfecha tvaru lichobéZnika je pokryta taskami.
U okapu jich je 100, v kazdé nasledujici fadé
o 1 méné. V posledni radé je 85 tasek. Kolik
tadek je celkem na stieSe?

V posloupnosti zadané rekurentné plati:
a,,, =2a Aa,=5.Urete jeji prvni Clen.

o 1 (2n=3)+4n
s lim~——————

Vypoctéte s

Pievedte na zlomek &islo 0,4.

Je dan ¢tverec o strané 4 m. Spojnice stiedl
jeho stran tvoii opét ¢tverec. Do tohoto nového
¢tverce je opét stejnym zpusobem vepséan Ctve-
rec a postup se opakuje do nekonecna. Jaky je
soucet obsahtl vSech takto vytvofenych ¢tvercti?
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9. Kombinatorika, pravdépodobnost,
statistika

9.1. VARIACE A PERMUTACE

zapamatuj si

Variace k-té tridy z n prvki bez opakovani dané zakladni n-prvkové mnoziny (0 < k < n) je kazda
usporadana k-tice sestavena z téchto prvku tak, Ze zéleZi na poradi prvki (a prvky se neopakuji).

Pocet V, (n) viech variaci bez opakovéni je V (n) = n(n — 1)(n - 2)...(n —k + 1).

T VvV, (10)=10-9-8 =720 V,(6)=6-5=30 V(5)=5-4-3-2-1=120

B Je-li n=k, pak variace bez opakovani n-té tfidy z n prvki se nazyvaji permutace bez opakovani.

Pocet P(n) vSech mozZnych permutaci n prvki bez opakovani je P(n) =n-(n—1)(n—2)...3-2-1 = n!
(&ti n-faktorial)

B Definujeme 0! = 1

B Plati: n!=n(n—D!'=nn—1Dn—-2)!=nn—1n - 2)n - 3)! = .. atd.
=1 21=2-1=2 31=3-2:1=6 41 =4-3-2-1 = 24 (¢ti n-faktoridl)atd.
[ | = L
(I Kolika zptsoby lze z 30 ¢lend organizace zvolit pfedsedu, mistoptedsedu a pokladnika?
Reseni: Ze 30 prvki vybirdame 3, pii¢emz zéleZi na poradi — jedn4 se tedy o variace:
V,(30) = 30-29 - 28 = 24360.

I Kolik riznych pfirozenych Cisel 1ze sestavit z cifer 1, 2, 3, 4, 5, jestliZe se cifry v Cisle neopakuji?
Reseni: Jedna se o permutace: P(5) =5!=5-4-3-2-1 = 120.

B Pokud nemusi byt prvky k-tice rtizné (tj. mohou-li se opakovat), hovofime o variacich s opakovanim resp.
permutacich s opakovanim.

Pocet k-Clennych variaci s opakovanim z n prvki je V', (n) = n*.

I Kolik riznych vrhil 1ze provést 4 kostkami s oznacenymi st€nami jednou azZ Sesti teCkami?
Reseni: Jde o &tyi€lenné variace s opakovanim ze 6 prvkil. Jejich pocet je Vi(6) = 6* = 1296.
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Pro pocet P'(k ,k,,...,k ) vSech permutaci k prvkil s opakovanim z danych n prvki (k > n), pticemz se
!

prvni prvek opakuje k, -krét, druhy k-krat atd. je P'(k,k,,...,k ) = k! k! kn' ,kdek=k +k,+ ...k

I Kolik permutaci s opakovanim Ize vytvofit z pismen slova OKOLO?
Reseni: Vech pismen je 5. O se opakuje tfikrat; poet viech permutaci s opakovéanim je:

’ _ 5! 120 _
p (3,1,1)—W—T—2()~

9.2. KOMBINACE

zapamatuj si

Kombinace k-té tfidy z n prvka bez opakovani dané zakladni n-prvkové mnoZiny (0 < k < n) je kazda ktice
riznych prvki sestavend z prvkia zakladni mnozZiny tak, Ze nezéleZi na poradi prvki (a prvky se neopakuji).

Pro pocet kombinaci C,(n) plati: C,(n) = Viln) _n(n=1)(n=2)..(a—k+1)___ nl (n)

Pk)~ k(k—1(k—-2)...3-2-1 _(n—kWk! \k

s ¥z

B Symbol (Z) se nazyva kombina¢ni ¢islo (Cti n nad k).
o J SR 44 _
(5)‘m—5" (2)‘(4_2)!2!_6

(E5@ Fotbalové utkani vyhréli domaci pomérem branek 10 : 2. Po prvnim poloc¢ase byl stav utkdni 2 : 1.
Kolika zptisoby mohl zapas probihat?

Reseni: Prib&hem zépasu rozumime pofadi, v jakém stielili goly hosté a doméci. V prvnim polocase padly i
g0ly, z toho domadci vstrelili dva, coZ 1ze provést (; zpuisoby. V druhém polocase vstrelili doméci osm
2014, hosté jeden, celkem padlo devét g6ld. Domaci mohli skérovat 8) zpusoby. Z kombinatorického
hlediska jsou priibéhy polo¢asli zdpasu navzijem nezavislé a celkovy pocet zpiisobil pritbéhu zapasu je
dan sou¢inem |5 || g|=27.

Fotbalové utkani mohlo probéhnout 27 riznymi zptsoby.

Je-1i (0 < k < n), pak pro kombinacni ¢isla plati:

L e N e A A e
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ET® Kolika zplsoby lze vybrat dvé karetni barvy?
Reseni: vytvaiime dvouprvkové kombinace ze &tyf moZnych barev (srdce, piky, kéra, kifZe).
C,4)=6 L 2.v 3v 44¢ 5 ¢ 6.4
* L) L3 o L3 L3

Pro pocet kombinaci k-té tiidy z n prvki s opakovanim vytvotenych z prvkil zakladni mnoZiny tak,

(n+k—1)!_(n+k—1)

Ze se kazdy prvek miZe az k-kréat opakovat je: C/(n) = oD - L

T V prodejné maji 4 druhy ¢okolad. Kolika zpiisoby lze zakoupit 7 ¢okolad?
Reseni: Jednd se o kombinace sedmé tidy ze &ty prvki s opakovanim, pro jejichZ pocet plati:

4+7—1)_(1o

Ci@) =( ] ;

)= 120

9.3. BINOMICKA VETA

zapamatu;j si
Pro libovolna redlna nebo komplexni ¢isla a, b a libovolné ptirozené ¢islo n plati binomicka véta:

(a+b)":(n)an+(’11 a b+ |" a”’2b2+...+(nn | ab" ' (7| b"

0 2 -

n
n

B Jednotlivé s¢itance v tomto binomickém rozvoji vyrazu (a + b)" nazyvame ¢leny binomického rozvoje. Pro

se nazyvaji binomické koeficienty. Tyto

\ n
k-ty ¢len plati: Ay =( " l)a"—“l ~b"~'. Kombinacni &isla |

k —
koeficienty tvofi n-ty fadek Pascalova trojihelniku. (Na zakladé vlastnosti kombinacnich éisel vyplyva,
Ze kazdy tadek zacina a kon¢i jednickou a je symetricky. Kazdé ¢islo uvnitf Pascalova trojihelniku je rovno

souctu dvou nejblizsich ¢isel z predchoziho fadku):
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T ) (a—b)' = ‘f)cﬁ(—bn

é)a4+

o1 (-

0 1 4 5
=9/3-59-i+10-3/3(-1)=10-3-(—)+5/3 1—i=—16/3 —16i

1 10
/5—7) _kde x > 0 je:

(T Treti Clen rozvoje

[ R Y V)

A3=(3—1

X 2

9.4. ROVNICE A NEROVNICE S KOMBINACNIiMI CiSLY A FAKTORIALY

B Reseni t&chto typil rovnic a nerovnic vychazi z definic a vlastnosti kombinacnich &isel a faktoridld.

n
3
Reseni: Rovnice md smysl pro 7 = 3.

n n
Pak 1'(n—n+l)=3. 3) @g Pouzité vztahy:

3
1

. 3\ n
I Reste v N rovnici: (3) (n -1

al IS
=3 G313
2 nn=Dm-2)(n=-3)! , (”)z( n )
= 21 2 k| \n—k
Upravou: (rlz) _
2n—n(n—1Dn-2)=0
n2-m—-1DrE-2)]1=0 (n)=1
Odtud: nn—-3)=0 n
(n,=0) n,=3
K={3}

;)az(— b)’ + (§>a (—b)’+ (2)1?4 = a* — 4a3b + 6a2b* — 4ab® + b*
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. 4 _(n=D! (n=2
T Reste v N nerovnici: 1 _(n—2)!_ n—4
Reseni:  Nerovnice ma smysl pro n >4.
— —2)! -2
4—%2 n—g—n+4 @% PouZité vztahy:
4—(m-nz=(""2 mM=n(m-1)m-2)..321
-\ 2
_ (n=2)! n
AR ] (1)="
n=2)(n—-3)(n—4)!
—n+5= /-2
—4)12-
n—4)12-1 (Z)z( nk)/\nZk
—2n+10=n*~5n+6 "=
2_37-4<0 g P—
o IR
n—-4)(n+1)<0

Této nerovnici vyhovuji pfirozena ¢isla 1, 2, 3, 4. Vzhledem k podmince n = 4 ma nerovnice feSeni

K = {4}.

9.5.ZAKLADY POCTU PRAVDEPODOBNOSTI

B Pocet pravdépodobnosti se zabyva matematickymi zdkonitostmi, které se projevuji v nahodnych pokusech,
tj. v ¢innostech, jejichz vysledek je zavisly na ndhod€ (napf. hod hraci kostkou, hod minci, losovéni loterie,
stielba do terée atd.). Zakonitosti poétu pravdépodobnosti maji hromadny charakter, tj. plati jen pfi dostatec-
né velkém poctu pokusu.

B MnoZina v§ech mozZnych vysledkii ndhodného pokusu se znaci Q. KaZzdou jeji podmnoZinu nazyvame
nahodnym jevem a oznacujeme A, B apod. Vyjadiuje tvrzeni o vysledku nahodného pokusu, o kterém lze po
provedeni pokusu rozhodnout, zda je pravdivé (jev nastava), nebo nepravdivé (jev nenastava). Cela mnoZina
Q predstavuje jev jisty, praizdnd mnoZina jev nemozny.

I Pii hodu hraci kostkou je 2 = {1;2;3;4;5;6}. Ta vyjadfuje jisty jev ,,Padne pravé jedno z &isel 1, 2, 3, 4,
5, 6. Jev ,,Padne ¢islo vétsi nez 6 je jevem nemoznym. Moznym nahodnym jevem je napt. jev ,,Padne
Cislo liché.“, ktery predstavuje mnozinu A = {1;3;5}.

B Kazdému jevu A, tj. kazdému vysledku ndhodného pokusu Ize ptifadit ¢islo P(A), zvané
pravdépodobnost jevu A, pro néz plati 0 < P(A) < 1.

B Splituje-li ndhodny pokus tyto predpoklady:
1. v§ech moZnych vysledk je kone¢ny pocet,
2. vSechny vysledky jsou stejné mozné,
3. Zadné dva vysledky nemohou nastat souc¢asné,
pak lze pouzit klasickou (Laplaceovu) definici pravdépodobnosti.
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zapamatuj si

Klasicka definice pravdépodobnosti zavadi pravdépodobnost ndhodného jevu P(A) jako pomér poétu m

vSech vysledkt pfiznivych jevu A k po¢tu n v§ech moznych vysledki ndhodného pokusu: P (A) = %

@ S jakou pravdépodobnosti padne pfi hodu kostkou liché ¢islo?
Reseni: Mozné vysledky hodi jsou 2 = {1;2;3;4;5;6}, tedy n = 6. Pfiznivé vysledky jevu A jsou A = {1;3;5},
tedy m = 3.

P(A)= % =5=05 (50%)

w

B Pro ndhodné jevy jako mnoZiny zavadime nésledujici pojmy:
Jev A je casti jevu B (A C B), jestliZze nastane vzdy, kdyZ nastane jev B.
ET@ Pii hodu hraci kostkou. Jev B: ,,Padne 1* nebo 5. je ¢4sti jevu A: ,,Padne liché ¢islo®.

Jev A je roven jevu B (A = B) pravé kdyZA C BAB CA.
I Pii hodu kostkou jsou si rovny jevy A: ,,Padne sudé prvocislo.” a B: ,,Padne ¢islo 2.

Sjednoceni jevi A, B je jev A U B, ktery nastane pravé tehdy, kdyZ pfi realizaci pokusu nastane jev A nebo B.
(ET@ Pii hodu kostkou je sjednocenim jevu A: ,,Padne liché ¢islo.* a B: ,,Padne prvodislo.*
jev A U B: ,Padne nékteré z ¢isel 1, 2, 3, 5.

Pranik jeva A, B (A N B) je jev, ktery nastane, pokud nastane soucasné jev A i jev B.
(T Pii hodu kostkou je jev A: ,,Padne Cislo mensi nez 3. B: ,,Padne prvocislo.*
a jejich prinik A N B: ,,Padne ¢islo 2.

Opacny (dopliikovy) jev k jevu A (A”) je takovy jev, ktery nastava pravé tehdy, kdyZ nenastava jev A.
(EFT® Pri hodu kostkou je jev A’: ,,Padne Cislo 6. dopliikovym jevem k jevu A: ,,Padne jedno z Cisel 1, 2, 3, 4, 5.

Disjunktni (vzdjemné neslucitelné) jevy jsou takové, které nemohou nastat zdroven.
I Pii hodu kostkou jsou jevy A: ,,Padne sudé ¢islo.* a B: ,,Padne liché ¢islo.” navzajem disjunktni.

Vzajemné nezavislé jevy jsou takové, kdy pravdépodobnost realizace jednoho nezavisi na tom, jak probéhne

druhy dé;.

(I Pii hodu dvéma hracimi kostkami nezavisi vysledek hodu na jedné kostce na vysledku hodu na zbyvajici
kostce.

Véty o pravdépodobnostech:
1. 0<P(A)<1 pravdépodobnost jistého jevu P(2) = 1.
pravdépodobnost nemozného jevu P(@) = 0.
2. Pravdépodobnost, Ze nastane alespori jeden z jevi A, B: P(AUB) =P(A) + P(B) - P(ANB)
Speciélng, pokud se jevy A, B vylucuji, tj. jsou disjunktni, pak: P(A UB) = P(A) + P(B)
3. P(ANB) = P(A) . P(B) pro vzajemné nezavislé jevy.
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ET® Urcete jakd je pravdépodobnost, Ze pfi hodu dvéma kostkami:
a) padne na prvni kostce jedno z ¢isel 1, 2, 3, 4, 5, 6
b)padne na druhé kostce ¢islo 10
¢) na jedné kostce padne jednicka, nebo sudé ¢islo
d)na obou kostkach padne soucasné liché ¢islo

Reseni:a) A:,Nakostce padne jedno z &isel 1, 2, 3, 4, 5, 6.“ je jev jisty = P(A) = 1
b) B:,,Na kostce padne ¢islo 10.* je jev nemozny = P(B) =0

c) C:,Padne jednicka® D: ,,Padne sudé &islo.“ P (C) = 6’ P (D) =%
1>1auCmD=QJ:P(CUD)=7 %:%

d) E:,Na prvni kostce padne liché ¢islo.” F: ,,Na druhé kostce padne liché ¢islo.*

P(E)_ P(F)_— P(EmF):P(E)-P(F):%%:%

B Vety o pravdépodobnostech 1ze zobecnit i pro vice jeva.

IT@ Urcete, jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu Sesti kostkami padnou aspoii Ctyfi jednicky.
Reseni: Jev ,,padnou aspon ¢tyfi jedni¢ky* rozlozime na tfi disjunktni jevy:
A: ,Padne pravé Sest jednicek.*
B: ,,Padne pravé pét jednicek.*
C: ,,Padnou pravé ¢tyfi jednicky.*
Pro vSechny jevy A, B, C plati, Ze poCet moznych vysledki je n = 65.
Pro jev A je jeden pfiznivy vysledek (na vSech kostkéach jednicka) =>m =1aP(A)= é.
Pro jev B je 6 . 5 pfiznivych vysledkil (kostku, na které nepadne jedniéka muZeme vybrat Sesti zptisoby
a tato kostka mtize padnout péti zpiisoby) =>m = 30aP(B) =P (B) = ?

Pro jev C miiZeme vybrat dvé kostky, na kterych nepadne jednicka (g zpusoby a na kazdé z nich mize

padnout cokoliv vyjma jednicky, tedy 6 52
)
66

m=(g)<52aP(A)=

ProtoZe se jevy A, B, C navzajem vylucuji, plati:

P(AUBUC)_P(A)+P(B)+P(C)—66+36(2+3675—00087

Pravdépodobnost, Ze pii hodu Sesti kostkami padnou asponi Ctyfi jednicky, je 0,0087.

Podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B, je pravdépodobnost jevu A uréovana
za podminky, Ze jev B jiz pfedem nastal s pravdépodobnosti P(B) # 0. Plati:

P(ANB)

P(A/B)= P(B)

Pro pravdépodobnost, Ze nastanou vzajemné zavislé jevy A, B s podminénymi pravdépodobnostmi
P(A/B) a P(B/A) plati: P(A N B) =P(A) - P(B/A) = P(B) - P(A/B).




I Vytahneme-li z karetni hry, kterd obsahuje 32 karet (z toho 4 esa) jednu kartu, pak pravdépodobnost,
Ze to bude eso, je P(A) = % = % Je-li tazena karta eso a vytdhneme-li opét dalsi kartu, pak
pravdépodobnost, Ze je to opét eso, je P (B/A) = % Vytahneme-li z uvedené karetni hry dvé karty po

sobé, pak pravdépodobnost, Ze to budou dvé esa, je P=P(A)-P(B/A) = % . % =0,012.

Statisticka definice pravdépodobnosti
Nejsou-li splnény vSechny podminky pro pouZiti klasické definice pravdépodobnosti, provedeme hromadné

opakovani ndhodného pokusu. Je-li pocet pokusu, ve kterych nastal jev A, roven n(A) (tzv. Cetnost jevu A)

a celkovy pocet pokust je n(p), pak P (A) = }Em ':l((;)) !
(V praxi se pri dostatedn& velkém poctu pokusii pouZiva: P (A) = Z((f;)) !

@I Z 10 000 kontrolovanych soudastek bylo 20 vadnych. Pfiblizna hodnota pravdépodobnosti P(A)
jevu A: ,,Soucdstka je vadna.“ je podle statistické definice pravdépodobnosti:

Ln(A)_ 20 _ 0 ho
P(A)= n(p) = 10000 =0,002 (t.j. 0,2%)

Bernoulliho schéma
Necht pfi n-nasobném opakovéani ndhodnych pokusu je stale stejnd pravdépodobnost P(A) = p jevu A.
Pak pravdépodobnost P,(A), Ze pfi n-ndsobném opakovéni tohoto pokusu nastane jev prave k-krat je:

Pk=(z)-pk-(1-p)"—k,kdek=o,1,2,... n

I8 Jaka je pravdépodobnost, Ze pti opakovani 5 hodl hraci kostkou za sebou padne Sestka pravé tfikrat?

Reseni: ProtoZe pravdépodobnost jevu A: ,,padne Sestka“ je stile stejnd: p = %, muiZeme dosadit do Bernoulliho
schématu n = 5, k = 3 a dostaneme:

3 5-2
5V (1) (1=L) 205 2
Pg(A)—(3) (6) ( L =10 30,0268

9.6. STATISTIKA
B Statisticky soubor je kone¢né neprazdna mnozZina M objekta statistického pozorovani shromazdénych na za-
kladé toho, Ze maiji jisté spole¢né vlastnosti. Prvky této mnoZiny jsou nazyvany prvky statistického souboru

(statistické jednotky). Pocet vSech prvki statistického souboru se nazyva rozsah souboru n.

B Statisticky znak x je spolecna vlastnost prvki statistického souboru, jejiZ proménnost je pfedmétem statistic-
kého zkoumani. Jednotlivé idaje znaku se nazyvaji hodnoty znaku a znaci se x , X, ..., X . Znaky kvanti-
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tativni maji hodnoty vyjadieny Cisly (napf. vySka, vaha, pocet Zaka...), znaky kvalitativni slovnim popisem
(napf. muz — Zena, povolani, narodnost ...).

B Absolutni ¢etnost hodnoty znaku x, je ¢islo, které udéava kolikrét se v souboru M vyskytuje hodnota znaku x,.
Znaci se n,.
B Relativni Cetnost hodnoty znaku x, je dina podilem %, kde n,je absolutni Cetnost hodnoty znaku x, n rozsah
souboru M. Udéva se zpravidla v procentech: % 100%.

B Zpracovani statistického souboru provadime napt. pomoci tabulek a grafti s vyuzitim vypocetni techniky.

T V maturitnim ro¢niku prospélo s vyznamenanim 21 studentd, 42 studentl prospélo, 9 neprospélo a 3
nebyli klasifikovéni. Situaci statisticky zpracujte.

Reseni: — statisticky soubor ... studenti maturitniho ro¢niku
— prvek statistického souboru ... student
— znak (kvalitativni) ... prospéch
— statisticky soubor zpracujeme pomoci tabulky a grafi.

a) Tabulka prospéchu
Prospéch Prospel‘ p Prospél Neprospél Neklasifikovan Celkem
S Vyznamenanim
Cetnost absolutni 21 42 9 3 75
Cetnost relativni (%) 28 56 12 4 100
b) Sloupkovy diagram (histogram) prospéchu ¢) Kruhovy diagram
S W @
G
ke
2
3
8
50
40 —
30 N
prospél
20— 56%
10
i prospéch
prospél prospél neprospél neklasifikovan
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9.7. CHARAKTERISTIKA STATISTICKEHO SOUBORU
a) Charakteristiky polohy hodnot znaku jsou ¢isla, kterd ur¢itym zptisobem charakterizuji ,,primérnou hod-
notu“ sledovaného kvantitativniho znaku. Patii mezi né zejména aritmeticky priimeér, geometricky priimeér,

harmonicky primér, medidn a modus.

Definice:

Aritmeticky pramér x hodnot X, X, ..., X, kvantitativniho znaku x je dan podilem souctu hodnot znaku

)‘rﬁ{’

a jejich poctu: x =

X+X%+..+x _ 1<,
n _”.-lel

s

»

poznamka

1. Maji-li hodnoty x, Cetnost n,, pouZiva se vzorec pro:
12 i

k
= _ XMt +Xxcn ]

vdzeny aritmeticky primér: X = PRI =
(Napf. Jede-li auto 2 hodiny rychlosti 70 km/h a 3 hodiny rychlosti 90 km/h, pak pramérna rychlost
nenf aritmetickym, ale vaZenym primérem rychlosti: v, = 392,1# km/h =82 km/h.)

2. Aritmeticky pramér charakterizuje dobfe soubor, jehoZ hodnoty znaku se navzijem extrémné nelisi.

Definice:

n
Geometricky pramér EG hodnot x,, x,, ..., x_ kvantitativniho znaku x je: % =n/X% X% ... X, =, Hlxl
Y iz

f)’f’

»

C

M

poznamka

Geometrického priméru se v praxi pouziva napt. k uréeni primérného rocniho tempa vyroby.

Definice:

Harmonicky pramér x,, hodnot znaku Xp Xy ooy X J€1 Xy =

=

Py
3
+ IS
+
=><‘>—*
&2|—

Definice:

Median Med(x) je prostiedni ¢len mezi hodnotami x,, jsou-li uspotddany podle velikosti. U soubort, jejichZ
rozsah n je sudé ¢islo, se median rovna aritmetickému priméru prvka s indexy % a % 41l

%

>

N

poznamka

Median se uziva se tehdy, jsou-li v souboru prvky s extrémné odlisnymi hodnotami znaku.



Modus Mod(x) je nejcastéji se vyskytujici hodnota mezi hodnotami x, tj. hodnota, kterd ma »

nejvetsi Cetnost.

M

poznamka

Uziva se k odhadu stfedni hodnoty, ma-li statisticky soubor velky rozsah, nebo kdyZ ma modus pro
soubor specificky vyznam.

b) Charakteristiky variability (rozptyleni) hodnot znaku ukazuji, jak se hodnoty znakl prvka souboru M lisi
od zvolené charakteristiky polohy, resp. od sebe navzijem. UZivaji se zejména: variacni rozpéti, priimérnd
absolutni odchylka, rozptyl, smérodatnd odchylka a variacni koeficient.

Definice:

Variac¢ni rozpéti R je rozdil nejvétsi a nejmensi hodnoty znaku prvkid daného souboru M: R = Xuax — Xmin.

Definice:

Primérna absolutni odchylka d je aritmeticky pramér absolutr'}ich hodnot odchylek hodnot znaku vSech
prvki souboru od aritmetického priméru hodnot znaku: d= % Z|x1 —x|.
i=1

Definice:

Rozptyl s? je aritmeticky pram&r druhych mocnin odchylek hodnot znaku od aritmetického praméru:

=L S-%7
i=1

Definice:
, A
Smérodatna odchylka s je druhd odmocnina z rozptylu: s = % D —x) - z
i=1
poznamka

Smeérodatna odchylka charakterizuje citlivéji variabilitu hodnot znaku neZ primérna absolutni odchylka,
nebot zesiluje vdhu odchylek pro extrémni hodnoty.

Definice:

Variac¢ni koeficient je podil smérodatné odchylky a aritmetického priméru sledovaného znaku x: v =

s
X

’f)f,

>

(s

poznamka

v se vyjadfuje v procentech v = % -100%
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9.8. KOEFICIENT KORELACE

B V praxi ¢asto sledujeme, zda jsou na sobé& zavislé dva znaky x a y (napf. vySka a vdha osob). Miru zévislosti
popisuje koeficient korelace.

Definice:

Jsou-lix, x,, ..., x, hodnoty znaku x, y, y, ..., y, hodnoty znaku y, pak koeficient korelace r znaki x a y je:

e
s = li(x.—§)2, S = li(y._
: na ? na

__k_ D P
r=5s kdek—ng‘{(x,- %) (3 — ),

poznamka

Vizdy plati lr <1, Cim se tato hodnota bli#i vic k 1, tim povaZujeme zavislost x, y za v&t3i.

@ET Urcete charakteristiky polohy a charakteristiky variability pro tfi soubory, které maji rozsah n = 10 a
tyto hodnoty znak x:
a)8;8;8;8;8;8;8;8;8;8
b)4;5;6;7;8;8;9;10; 11; 12
c)0;1;5;6;8;8;10; 11; 15; 16
Reseni: ziskané dosazenim do defini¢nich vztaht shrnuje tabulka:

soubor a) soubor b) soubor ¢)
charakteristiky polohy:
aritmeticky promér x=8 x=8 x=8
median Med(x) = 8 Med(x) = 8 Med(x) = 8
modus Mod(x) = 8 Mod(x) = 8 Mod(x) = 8
charakteristiky variability:
primérna absolutni odchylka: d=0 d= % =20 d= % =40
rozptyl s7=0 57=6 s7=252
smérodatna odchylka S, = J0=0 S, = J6 =245 s, =4/25,2=5,02
varia¢ni rozpéti R=8-8=0 R=12-4-8 R=16-0=16

0 2,45 . 5,02

variani koeficient v=g=0 v="g==031 v="g-=063

poznamka

Vsechny soubory maji shodné charakteristiky polohy, ale navzajem se vyrazné lisi.

V souboru a) jsou hodnoty znaku stejné. Lze ho dobfe popsat charakteristikami polohy.
Cim vice rostou charakteristiky variability (soubory b), ¢)), tim méné reprezentativni
jsou pro tyto soubory charakteristiky polohy hodnot znaku.




@I Vypoctéte koeficient korelace mezi vySkou v, (v cm) a hmotnosti m, (v kg) 10 osob podle tidaji

uvedenych v tabulce.

i Y, m, m—m | v=v |(m—m? | (=" |(m—m)—v)
1 162 60 - 74 —-17,6 54,76 57,76 56,24
2 164 65 —-54 - 2,6 29,16 6,76 14,04
3 165 68 —44 0,4 19,36 0,16 - 1,76
4 166 66 — 3,4 - 1,6 11,56 2,56 5,44
5 166 68 —-34 0,4 11,56 0,16 - 1,36
6 170 66 0,6 - 1,6 0,36 2,56 — 0,96
7 170 70 0,6 2,4 0,36 5,76 1,44
8 175 68 5,6 0,4 31,36 0,16 2,24
9 177 75 7,6 7,4 57,76 54,76 56,24
10 179 70 9,6 2,4 92,16 5,76 23,04
2 1694 676 = — 308,4 136,4 154,6

1

—=-154,6
_:L- — :L = — L = = L ER _10 ’ -~
V=10 zv, 169,4;m IOEm’ 67,6;51—/10 308,475,55;32—/10 136,473,69;r—m7(),755

Mezi vySkou a hmotnosti je pomérné tésnd vazba.

Cvicéeni [

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

Urcete pocet prirozenych Ctyfcifernych Cisel, 9.6.

kterd 1ze vytvorit z Cislic 1, 2, 3, 4, 5, 6, jestlize
a) Cislice se nesméji opakovat,
b) Cislice se mohou opakovat.

9.7.
Z kolika prvki lze vytvofit dvacet variaci druhé
tfidy bez opakovani?
Kolika zptsoby lze postavit do jedné fady pat-
néct cvicenct? 9.8.

Kolik rovin je uréeno deviti riznymi body,
jestlize zadné Ctyti body neleZi v téZe roviné?

Kolika zplsoby se miZe rozdélit dvandct re-
kreantti do dvou volejbalovych druZstev po
Sesti hracich?
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Pocitac generuje z cifer 0, 2, 4, 6, 7, 8, 9 pétici-
ferna ¢isla s riznymi ciframi. Jaka je pravdépo-
dobnost, Ze vygenerované ¢islo bude sudé?

Zmensi-li se pocet prvki o tfi, zmensi se pocet
kombinaci druhé tfidy bez opakovani vytvore-
nych z téchto prvki desetkrat. Urcete ptivodni
pocet prvka.

Reste rovnice s nezndmou n € N,

a) 3+(nf!2)! =(n2—!k’12!)!
o (5= 8 )

©) (1”0 ) B (415)



9.9.

9.10.

9.11.

Hokejovy trenér ma k dispozici tfindct uto¢niku,
pét obrancti a dva brankare. Kolika zptisoby
miZe na led vyslat sestavu tvofenou tfemi titoc-
niky, dvéma obrénci a jednim brankarem?

Jaky je aritmeticky pramér ¢isel, kterd tvoti
prvnich pét fadka Pascalova trojihelniku?
Jaky je modus tohoto souboru ¢isel?

Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu dvéma
hracimi kostkami sou¢asné padne na obou kost-
kach liché ¢islo?

Test Ej

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

Kolik ridznych lichych c¢tyfcifernych ¢isel 1ze
sestavit z Cislic 2, 4, 6, 7, 8, pokud se nesmi
v Cisle Zadna Cislice opakovat?

Pét chlapci se vydalo do kina. Kolika zplisoby
se mohou posadit do jedné fady, chté&ji-li z nich
dva bratfi vZdy sedét vedle sebe?

Z kolika prvki lze vytvofit 5040 variaci Ctvrté
tfidy bez opakovani?

Kolika zpusoby lze srovnat vedle sebe do pendlu
Sest pastelek rtiznych barev?

Kolik trikolér 1ze usit z latky barvy bilé, modré,
Cervené a zelené, jestliZe se v kazdé trikolore
muZe vyskytovat kazda barva jen jednou?

Hokejovy trenér ma k dispozici deset Gto¢ni-
ki, pét obranct a dva brankare. Kolik riznych
sestav tvofenych tfemi tto¢niky, dvéma obranci
a jednim brankéfem z nich miZe vytvofit?

9.12.

9.13.

9.14.

9.7.

9.8.

9.9.

9.10.

Hrany péti krychli jsou dlouhé 110 mm,
100 mm, 90 mm, 80 mm a 60 mm. Urcete
hodnotu medi4dnu pro povrch téchto krychli.

Smés koteni obsahuje 7 kg kofeni v cené
80 K¢/kg a 3 kg v cené 100 Kc/kg.
Kolik stoji jeden kilogram smési?

Urcete n€N tak, aby tieti ¢len binomického

n
rozvoje vyrazu (% + 3./}) neobsahoval pro-
ménnou x.

Urcete n € N tak, aby paty ¢len binomického

rozvoje vyrazu (ﬁ - 2) neobsahoval

proménnou x.

Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi tahu Sportky
bude ze 49 ¢isel vylosovano pravé 6, ktera jsme
vsadili?

Vypiste prvnich pét fadka Pascalova trojihelni-
ku a pak vypoctéte aritmeticky pramér z Cisel,
ktera tyto fadky tvofi.

Reste v N (; _ 421) + (‘I’) = 4()16)
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y [ LB 4 ”|
10. Zaklady diferencialniho
[ y ” A4
a integralniho poctu
10.1. LIMITA FUNKCE, SPOJITOST FUNKCE
B V matematické analyze Casto pouZivime pojmu okoli bodu (¢isla) a. Je to kazdy otevieny interval, ktery
&islo a obsahuje. Zpravidla pracujeme se symetrickym okolim bodu a, tj. s intervalem (@ — 8; a + ), kde §

je libovolné kladné &islo. & - okolim bodu a je tedy mnoZina viech x € R, pro ktera plati: x € (a — §; a + 8)
resp. Ix — al < &:

0 okolibodu a

zapamatu;j si a-6 a a+é

Rikame, Ze funkce f ma v bodé a € R, v némZ nemusi byt definovéana, limitu L € R, pravé
kdyZ ke kazdému kladnému &islu € existuje takové kladné &islo 8, Ze pro viechna x #a z
8-okoli bodu a lezi funkéni hodnoty f{x) v € - okoli bodu L. Skute¢nost, Ze ma funkce f v bod& a
limitu L, zapisujeme: £1£I} f(@) =L (Cteme: limita f{x) pro x jdouci (bliZici se) k a je rovna L.)

B Symbolicky: limf(x) =LeVe>038>0:x€(a—0;a+ &) Ax#a=fix) €(L — €; L+ €), nebo jinak:

X—=a

limfx)=LeVe>038>0:0<k—-d<d=lfx)-LI<e¢

X—a
B Geometricky vyznam limity: 7 fla)s
. . . . . e . L+e ' y=l+e
Zvolime libovolné £ > 0 a sestrojime pas s hrani¢nimi pfimkami i
y=L+ gay=L-¢&. Pakaf je §fika 2€ tohoto pasu libovoln& C}) S,LL ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, \ ,,,,,,,,,,
mal4, existuje vZdy takové §-okoli bodu a, Ze pro kazdé x € D(f), € ‘f(x/ﬁ XAl
X # a, z tohoto §-okoli leZi piisluiny bod [x; fix)] grafu funkce f L-e \t L-e
uvnitt pasu zvolenych rovnobéZzek y = L + €,y = L — €. Symetrické f
&-okoli bodu x dostaneme, zvolime-li § = min(,; 8,). Nelze-li tuto a-6, ai a+é,
konstrukci provést, pak funkce nema v bodé¢ a (vlastni) limitu. a-o i Sla+d "X
[ Napi. ]
yA Y Y4
/ f
L+e f AN
00 ; ‘
L 3
L | |
a-6a X ‘ a+é ;( 5 X a : ;
funkce ma v bodé a limitu L funkce nemaji v bodé a (viastni) limitu

B Definici uzZivame k odhadiim limity funkce v daném bod¢ a k diikaztim vét o limitach.
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Pro limity funkci v bodé plati véty:

(1) Funkce f ma v bodé a € R nejvyse jednu limitu.

(2) Limita konstantni funkce f{x) = ¢ je pro kazdé x € R rovna c.

(3) Maji-li funkce f, g v bod€ a limity, pak maji v tomto bod€ limitu i funkce f + g, f~g,f- g ¢ f
(c €R je konstanta) a je-li lim g (x) # 0, pak takeé funkce % ma limitu a plati:
lim [f(x) £ g(x)] = lim f(x) + lim g (x)
x—a x—a x—a f(x) B 11-12 f(x)

lin_nu[f(x)'g(x)]=li£T£11 f(X)'JlCiIT{llg(x) ) st

lim [¢- ()] = ¢ lim f(x)

(4) Jestlize pro vSechna x # a z jistého okoli bodu a plati fix) = g(x) a lim g (x) = L , potom také funkce f(x)
mé v bodg a limitu a plati: Im f(x) = lim g ()= L.

T Odhadnéte hrr} 2 a odhad ovéfte uZitim definice.

Reseni: Funkee f y = 962—_2 méa D(f) = R - {2}. 9
¥ —

Pro kazdé x € D(f) 1ze funkci f nahradit funkci g:y = x + 2.

Grafem této funkce je pfimka s vyjimkou bodu [2;4].

2
Pro x — 1 bude fix) — 3, __24=3.
Podle definice limity musi ke kaZdému & > 0 existovat § > 0 takové, Ze pro viechna x € D(¥), pro ktera

. xr—4
je0<k-1<dplati| —5 3

<&, Odtud pro viechna x # 2 plyne Ix — 11 < £. Zvolime-1i § = € je

podminka pro existenci limity splnéna, tedy plati: lir_r} \\:f =3.

zapamatu;j si

Funkce f je v bodé a € R spojita, pravé kdyZ existuje i@é S() aplati: lim f(x)= f(a).

B Geometricky spojitost funkce f'v bod¢ a € R m. j. znamena, Ze graf funkce fje v bod€ x = a ,,nepferuseny*,
tzn. obsahuje bod [a; fla)]. Lze dokazat, Ze vSechny elementdrni funkce (napf. polynomickd, logaritmicka, ex-
ponencidlni, mocninnd funkce, goniometrické funkce) jsou spojité v bodech, které patfi i s pfisluSnym okolim
do jejich defini¢niho oboru.

Plati: (1) Je-li funkce f'v bod€ a spojita a f{a) je jeji funkéni hodnota v tomto bodg, pak lim f (x) = f(a.
(2) Je-li funkce u=g(x) spojitd v bode a, tj. lim g (x) = g (@) a funkce y = flu) spojitd v bode g(a),
tj. }(IEIZ fu) = flg (a)], pak existuje }(IEIZ flg ()] a plati: lim flg (0)]= fllim g(0)]= flg (@)l

R . sinx —tgx .
Stéte: ) lim & 2x+3 1 Sinx —tg lim (2*—=lnx—5
T Vypoltéte: a) lim e b) lim =" ¢) lim )

Reseni: ProtozZe se jedna o funkce v danych bodech spojité, rovnaji se jejich limity hodnotam funkci v t€chto bodech.

2x+3_0-0+3__ 3 sinx—tgx _0—0

—2 0—2 2  Dlm—r ==y =0

4
a)£1%x P
c)lirr}(ZX—lnx—S)=21—ln1—5=2—0—5=—3
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2 .
x =9 . x—2 i SiX —cosx

I Vypoctéte: a) lxlfn3m b) l(l{r%m ¢ lim, e
2 "
=9 . =3)&+3)_ . x+3_3+3_3
Reseni: a)x 324+ 2x—15 }(1{1}(X_3)(x+5)_£19%x+5_3+5_4
Cox=2 04 o x/a42 -2/ x4 240a-4 L (=2)(/x+242) »
O 22 Vo2 x+2-4 = lim = =l (/x4242) =4
¢) lim SiNX —CoSX _ i, SINX—COSX _ ;. sinx—cosx _ (_Cosx):_cos(ﬁ):_@
xomid 1—tgx A, _ sinx x— n/4w X /4 4 )
cosx COSx
10.2. DERIVACE FUNKCE
zapamatu;j si

Je-li funkce f definovana v okoli bodu x a existuje-li limita XIL“}‘) x—x, - Potom

tuto limitu oznacujeme f'(x,) a nazyvame ji derivaci funkce f v bodé x,.

J(x) = f(x)
4&, ,
f(xo + h) - f(xo)

B Derivace funkce f v bod? x, je tedy &islo f (%) = lim
popf. pii oznadeni x = x, + hax—x, = h: (%) =

dy
B K oznaceni derivace funkce v bod€ uZiva nejen symbol f'(x,), ale také y'(x,), popt. gy -

B Geometricky vyznam derivace funkce v bodé:

y
i

N s/

Smérnice se¢ny ST grafu funkce fje k, = tgx = _y . JestliZe se bod S fog+h N t
/_fay
bude priblizovat k bodu 7, bude se poloha se¢ny ,,bliZit“ poloze te¢ny " 4
X ——

7777 4

v bod€ T[x; f(x,)]. Pro smémici teCny dostaneme: *
(o + h) — F(x) X x=x;th ~X

k = lim Ay fxﬂ—xf):f’(xo).

ax—0 AX h o
Odtud vyplyv4, Ze pokud v bod€ x, existuje derivace funkce f, pak te¢na ke grafu funkce f'v bodé T'[x; fix)]
ma rovnici: y — flx)) = f"(x)) - (& — x,).

B K limité funkce téhoZ typu dospéjeme i pti feseni fady fyzikalnich tloh. Timto zptisobem zavedl derivaci 1. Newton.

I Pii pohybu hmotného bodu lze vyjadrit zavislost drahy s, kterou hmotny bod urazi jako funkci Casu z.

o v - . . A I+ ar) — s (1 ve 2
Pak primeérna rychlost v v ¢asovém intervalu (t sty T Af) jev = % = sty+at) =5k a okamzita
AS

t At
. N sty +an—s() _ ds
rychlost v v Case 1, jev= Al,lg}) A Al,l{.r}) — = a4
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B Pokud ma funkce f derivaci v kaZzdém bodé¢ x jisté mnoZziny M C D(f), pak je tato derivace vlastn€ funkci
proménné x, coZ zapisujeme symbolem y" = f’(x). Existuje-1i k funkci y* = f’(x) opét derivace, znacime ji
y” = f”(x) a nazyvame druhou derivaci funkce f. Analogicky lze zavést tfeti, ctvrtou a obecné n-tou deriva-
ci funkce f. Dosazenim x, do funk¢niho predpisu, ktery vyjadfuje piislusnou derivaci, ziskdme hodnotu této
derivace v bodé x.

B V praxi se uziva k oznaceni derivaci specidlni terminologie.

e v= % ... prvni derivace dréhy podle ¢asu

2
a=4v _ds

Tdr T g/ - prvni derivace rychlosti podle ¢asu, druhd derivace drahy podle ¢asu

10.3.VETY O DERIVACICH FUNKCI

zapamatuj si

Na zéklad¢ definice derivace lze s vyuZitim vét o limitdch odvodit vztahy pro derivovani funkci:

Funkce f: y = f(x) Vzorec pro derivaci funkce Podminky pro x
y = konst. (konst. € R) y =0 xeR
y=x,neN y =n-x"! xeR
y=xkeZ y =k-x1 xeR-{0}
y=y,reR y=r-x1 xeR*
y=a"a>0nra#l Y =a¢ lna x€R
y=eé y=¢ xeR
1
y:lnx y_y xeR*
1
y=logx,a>0nra#l Y =%Ina xeR*
y =sinx y =cosx xeR
y = cosx y = —sinx xeR
’ 1
y=tgx = cosix xeR-{Q2k+ )72}, ke Z
=1
y = cotg x = sin’x xeR-{kn}, kel

B Analogicky se postupuje pfi odvozeni vztahti pro derivace dalsich funkci (viz literatura).

(¢ Nx)=c fx)

(FE8)(x) =1(x) £g'(x)
(- 8) (xp) = f(x)) - &(x,) + fx,) - &'(x)

Jestlize maji funkce f, g v bod€ x, derivaci f'(x,), g'(x,;), pak maji v tomto bod¢€ derivaci i funkce

f+8&f—8f & c f(c€ER jekonstanta) a pro g(x,) # 0 také funkce % , pficemz plati:

(%) () = L) 800) = f () g"(%)

FENE




poznamka

Jestlize funkce u: u = flx), v: v = g(x) maji v kazdém bodé x € (a,b) derivaci u’ a V',
pak 1ze stru¢né vzorce pro derivovani pro x € (a,b) psat: ’

, ./
(utv) =u £V (c-vy=c-Vv (w) =u'v+ w' (%) UV WY )
; 2

B Uzt vét ukazuji ptiklady:

(I V pripustnych bodech uréete derivace funkci danych predpisy:

’ ’

Ty = ’ (any_ 1 -1 1
a) fy /;,x>0 y—(ﬁ)—(x )—7x _—2/;
b) fy=73x3—6x*+ 8x
V=B -6x)+@Bx)=3-)—6-()+8 (x))=3-5x"—6-2x+8-1=15x*-12x+8

c) fy=x-sinx Yy = (x)' sinx + x - (sinx)’ = 1 sinx + x - cosx = sinx + x cosx
: ) D=+ 2+ D=’ 1 g0

d y= X X 1 =(x)(x+ = =x+"

) Fy= e Y x+1)? a+1)? x+1)°

@I Urcete hodnotu prvni, druhé a tieti derivace funkce f: y = 4x° — 3x* + 5x - 8 v bodé x, = —1.

Reseni:fry = 20x*=12x* + 5 Y1) =20-(-1)*—-12-(-1)*+5=37
[y = 80x*— 362 Y1) =80 (—1®—-36-(—1)2?=—-44
f7y” =240x2-72x Y'(=1)=240-(-1)*-72-(-1) =312

zapamatu;j si

Ma-li funkce g: u = g(x) v bod€ x, derivaci g'(x,) a funkce f: y = f(u) ma v bod€ u, = g(x,)
derivaci f'(u,), pak sloZend funkce F: y = f(g(x)) ma v bod€ x, derivaci: F'(x)) = f"(u ) - §'(x,).

@I Urcete derivaci funkce v pripustnych bodech:

a) fy = cos 4x ¥y =(cos4x) - (4x) =4-(—sin4x) = — 4sindx
’ ’ 2N N 1 — 2
B fy=Insx£0 y:(lnxz)-(,x)—z.\F—Y
_ 1 , 2 —12] 1,2 —31 —Xx
y= = =|(x"+1 =—=x"+1 AN =
) /,\'“ 1 y [(\ ) ] 2( ) X /(x2 1)
dfiy=e¥+* Yy = (@) - (233 + 4x) = (6x% + 4)e** ¥ =2 (3x? + 2) 2 F4

+2x-3"+x2-3"-1n3

Ofy=tgx+a-F Y =2glx (g + 0 F+a (Y =20

cos2 x

10.4. PRUBEH FUNKCE

B Metodami matematické analyzy lze urcit intervaly, v nichZ je funkce rostouci, resp. klesajici a stanovit jeji
extrémy. Postacujici podminku ryzi monoténnosti funkce na intervalu udéva véta:

Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu {a,;b) a ma v kazdém bodé x € (a,;b) derivaci f'(x).
Pak plati: a) Je-1i /'(x) > 0 pro kazdé x € (a;b), je funkce f rostouci na {(a;b).
b) Je-li /'(x) < 0 pro kazdé x € (a;b), je funkce fklesajici na (a;b).
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@I Urcete intervaly monotonnosti funkce f: y = x* — 27x + 3.
Reseni: 1) Funkci zderivujeme: y' = 3x? - 27.
2) Zjistime, pro jaka x plati f'(x) > 0:
3-27>0x-9>0(x+3)(x—3)> 0 xe(—x; —3)U(3; ).
3) Ur¢ime, kdy funkce roste: Funkce roste pro x € (—oo; —3) a také pro x € (3; o0). Vzhledem k tomu,
7e je spojita, roste také pro x € (—oo; —3) a (3; oo) (POZOR! Intervaly nelze sjednotit!) .
4) Analogicky ur¢ime pro jaka x funkce klesa: f'(x) < 0: 3x2 - 27 < 0 & x € (—3; 3). 2
Vzhledem ke spojitosti klesa také pro x € (—3; 3). )

zapamatuj si

Funkce na (a;c) roste Vi LOKALNI MAXIMUM ya LOKALNT MINIMUM

Y4 Funkce na (c;b) klesé

f'(x)<0  f'(x)>0

>0 1 \f(0)=0

B Dusledkem vySe uvedené véty je nutna podminka pro lokalni extrémy spojité funkce na otevieném
intervalu (a;b): Lokalni extrém muiiZe nastat jen v téch bodech, kde je te¢na rovnobézna s osou x
(tedy f'(x) = 0), nebo v bodech, pro které graf funkce tecnu nema (f'(x) neexistuje). Druh extrému urcuje
postacujici podminka existence lokalniho extrému:

Necht funkce fje v bod€ x, spojitd a ma v okoli x, derivaci (pfi¢emZ v x, derivace existovat miiZe, ale nemusi).
Pak: 1) Funkce fma v x, lokalni maximum, je-li prox <x;, f'(x) <Oaprox>x, f'(x)> 0.

2) Funkce fmd v x; lokalni minimum, je-liprox <x, f'(x) > 0aprox>x, f'(x)<O.

3) Jestlize funkce f'(x) neméni v x, znaménko, nemd funkce f'v x, extrém.

T Urcete lokalni extrémy funkce:
a)fy=x*-4x+5

Reseni: Prvni derivace funkce je f'(x) = 2x — 4. Nutnd podminka pro extrém je splnéna pro 2x — 4 = 0. Odtud
x = 2. JelikoZ pro x < 2 je f'(x) < O (funkce klesd) a pro x > 2 je f'(x) > 0 (funkce roste), méni prvni
derivace v bodé x = 2 znaménko a funkce ma v bodé x = 2 ostré lokalni minimum.

b)fy=x+2

Reseni: Prvni derivace funkce je f'(x) = 3x%. Nutnd podminka pro extrém je splnéna pro 3x> = 0. Odtud x = 0.
JelikoZ funkce ma pro x < 0 i pro x > 0 stejnou hodnotu, prvni derivace f’(x) > 0, neni splnéna
postacujici podminka pro extrém a funkce v bodé x = 0 extrém nema.

B V praxi se Casto uzivéa k ureni extrému tzv. druhd véta o postacujicich podminkéach pro lokalni extrémy.

Maé-li funkce f{x) v bod€ x, hodnotu derivace f*(x,) = 0 a existuje-li druhé derivace f”'(x,), pak:
1) Je-li f"(x,) > 0, ma funkce f v bod€ x, lokalni minimum.

2) Je-li f"(x,) < 0, ma funkce fv bod€ x, lokalni maximum.

3) Je-li f"(x;) = 0, nelze o existenci extrému rozhodnout pomoci druhé derivace.




T Urcete lokalni extrémy funkce f: y = x> + 3x* - 9x.
Reseni: Prvni derivace funkce je f/(x) = 3x? + 6x. Nutna podminka pro extrém je splnéna pro 3x> + 6x = 0.
Odtudx=0Vx=-2.
Druha derivace funkce je f”(x) = 6x + 6.
Plati: f"(0)=6-0+ 6> 0 ... funkce ma v bodé x = 0 lokalni minimum
f'(=2)=6-(=2)+ 6 <0 ... funkce ma v bodé x = —2 lokalni maximum

Spojita funkce f md v intervalu (a,b) absolutni (globalni) extrém v bod¢ x, pravé tehdy, je-li x, bodem,
v némZ nastava lokélni extrém nebo krajnim bodem intervalu (a;b). Globalni extrémy uréime porov-
nanim hodnot f(a), f(b) a funknich hodnot f(x,) v bodech x, ve kterych md funkce lokalni extrémy.

B Je-li funkce spojitd v otevieném intervalu (a;b), nemusi mit v tomto intervalu Zadny absolutni extrém (napf. funk-
ce linedrni). Pokud globalni extrém této funkce existuje, je to minimalni (resp. maximalni) hodnota z lokalnich
extrémul funkce (napf. u kvadratické funkce je extrém urcen vrcholem paraboly znazoriujici graf této funkce).

@I Urcete lokalni i globalni extrémy funkci: a)f:y = x* - 3x + 1 Ax €(0; 3) b)f:y=x"-8x+3
Reseni: a) Uréime funk&ni hodnoty v krajnich bodech intervalu (0; 3):
£(0)=0=3-0+1=1,f(3)=4—3-4+1=53. Dile vyhledime lokalni extrém v intervalu
(0;4): f1 (x) =3x> — 3; f"(x) =6x; f(x)=3x-3=0prox,=1(—1¢(0;3).Vbodéx, =1
nabyva funkce hodnotu f,(1) = =1 A f7 (1) = 6 > 0, tedy v bod¢ x| = 1 nastava lokalni a zaroveri
globdlni minimum. JelikoZ plati (1) < f(0) < f(3), je v krajnim bod€ x = 3 globalni maximum.
b) Funkce je definovana pro kazdé x € R. VySetiime lokdlni extrémy:
[0 =2x=-8,f,(x) =2 Af,(x) = 2x— 8 = 0 pro x, = 4.V tomto bod€ je f7(4) = 2 > 0 a nastava
zde lokélni i globalni minimum. Globalni maximum funkce nema.

Postup pri vySetrovani priubéhu funkce ukazuje piiklad:
(I Vysetiete prabéh funkce f: y = x* — 4x* + 4x? a nacrtnéte jeji graf.
Reseni: ®Uréime defini¢ni obor funkce: D(f) = R.
@ Vysetiime spojitost funkce: Funkece f je spojitd v R.
®Ur¢ime intervaly monoténnosti a extrémy funkce: f'(x) = 4x* — 12x* + 8x.
Odtud plyne: 4x> — 12x* + 8x > 0 ... funkce roste 4x* — 12x2 + 8x < 0 ... funkce klesa

w-m-\y+1-\U+m

klesa Z roste z A\ klesd = roste

Jiny postup: Nutnd podminka pro extrém f”(x,) = 0 je spln€na pro 0; 1; 2. Snadno ovéiime postaCujici
podminku v t&chto bodech pomoci druhé derivace funkce f”(x) = 12x? — 24x + 8.
Tedy: f7(0) = 8 > 0 = minimum [0; 0]
f’(1) = =4 < 0 = maximum [1; 1]
f7(2) = 8 > 0 = minimum [2; 0]
@ Vypocteme hodnoty funkce ve vyzna¢nych bodech a uré¢ime dalsi vlastnosti funkce:
Priise¢iky s osou x (y = 0): x* — 4x* + 4x> = 0= P [0; 0] a P,[2; O]
Priseciky s osouy (x = 0): y = 0 = P,[0; 0]
Funkce neni periodicka, neni suda (nebot x* — 4x* + 4x? # (—x)* — 4(—x)* + 4(—x)?), neni lich4, nebot
xt—4x3 + 4x2 £ —[(—x)* = 4)—x)> + 4(—x)?]), je spojitd v R, je omezena zdola, neni omezena shora,
neni prosta.

174 WFCVENT



‘0
Ul
| 17 /f: y=x*-4x3+4x?

T3
® Sestrojime graf funkce f: 9 12

poznamka
1) Pfi podrobnéj$im studiu vyhleddvame jesté napf. asymptoty, inflexni body, limity ve vyznaénych
bodech, sudost, lichost, periodi¢nost funkce atd.
2) Graty funkci 1ze snadno ziskat pomoci pocitacovych programd.

10.5. UKAZKY UZITi DIFERENCIALNIHO POCTU

L’Hospitalovo pravidlo
Necht lim f(x)=0 a lim g (x) =0, nebo lim|g(x)|=oo

) FO o f) L f@)
Existuje-li hm () = L, existuje také 11{1‘11 20 a plati: \m(ll 200) {m}’ T
0 “«

B [’Hospitalovo pravidlo pouZivdme na vypocet limit typu w0 nebo ’; . Postup ukazuji priklady:
I Vypoctéte pomoci L’Hospitalova pravidla:

«
EN

2 0

L= (W —9) 2x_2-3_ n

a) }len _3 }Cl 3 (x—3) y{% 11 S0 ,,0
0«

by lim S  jiy (SN _ iy €052 _ 5 — 0

am Jn X e T e g .

. . ’ 0 «

im Cosx+1 _ i (cosx+1)’ —sinx _ . (=sinx)’ . —cosx _ 1 =

)hm x2 ?C*»O (x) }(II}) 2X _}(III}) (Z.X)/ _}(III}) 2 - D e ”0
e =1 _ &=L e o 0«

@ lim = =lim = = lim == 0
2x+5 Qx+5) _ 2 _2 _ feshy

e) lim =lim =y = m = =0 10O

Tecna ¢ krivky y = f(x) v bod€ T(x,, y,) je t: y —y, = k(x — x,), kde k, = f'(x,).

@I Napiste rovnici teény a normély ke kiivce f: y = 2x — In x v bodé T'[1; ?].
Reseni:y(1) =2-1-In1 = 2, tedy T[1; 2]. Funk&ni hodnota prvni derivace v bodg x, je rovna smérnici te¢ny
ke grafu pfislu$né funkce v bodé€ x:

y=2-Lfoy=2-1=1protok =1 kﬂ=—%:kﬂ=—1
Tecna: Norméla:
ty-2=1x-1) ny-2=-1xx-1)
x-y+1=0 x+y-3=0

Rovnice tecny je x —y + 1 = 0, rovnice normaly x + y -3 = 0.
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poznamka

JelikoZ se v aplikacich vyskytuji

vztahy s vice proménnymi, je tfeba udat

Je-li dana funkcni zavislost hodnot libovolné proménnou’ vzhledem ke které se derivace
fyzikalni veliciny na case, pak jeji derivace provadi. K tomu se uZivaji nap¥. zdpisy

vyjadiuje okamzitou rychlost zmény hodnot ds . . ) .
- (Cti: derivace drahy podle Casu),
velic¢iny. dt

2
% (Cti: druhd derivace drahy podle Casu) atd.
t

IF® Hmotny bod kond harmonicky pohyb po ose y
kolem pocatku 0, pri¢emz okamzitd vychylka
z rovnovazné polohy je popsana funkci Casu
¥(® = rsin(ot + @), kde r > 0, ® > 0, ¢ € R jsou konstanty.

/

Pak okamZita rychlost v ase ¢ je popséana funkci: v (1) = y'(7) = =rw cos (ot + @)

OkamZzité zrychlem v Case t ur¢ime derivovanim rychlosti podle casu (druhou derivaci drdhy podle casu)
a(t) = @ =y'()= 7 = — ro%sin (wf + @)

I Teleso kona pohyb, jehoZ draha s(r) uraZena za Cas ¢ od pocateéniho okamziku je popséna rovnici s (7) = %gt2 s
kde g je konstanta (volny pad).
Pak okamzita rychlost tlesa v Sase tje: v (1) = s'(1) = E =gt

Okamzité zrychleni v Gase ¢ je: a(r) = s"(1) = % =g

Slovni ilohy na extrémy se zabyvaji problémy urcit absolutni extrém funkce jedné proménné na urcitém
intervalu, na kterém je funkce spojitd a ma uvnitf celého intervalu derivaci. Postup feSeni ukazuje priklad.

I Urcete rozméry valcové konzervy s objemem V tak, aby se na jeji vyrobu spotfebovalo co nejméné
materialu.

Reseni: ® Rozbor tilohy a volba proménné:
Jednd se o vélec s objemem (1) V = 7%y, ktery ma minimalni povrch (2) S = 27r? + 27tr.
@ Vyjadreni veliciny, jejiz extrém hledime jako funkce jedné proménné a urceni extrému:

Dosazenim za v = Lz z rovnice (1) do (2) vyjadiime proménnou S pouze v zavislosti na r (V = konst.):
nr

v

2V
S=2ar +2nr - —=S=2ar +*=-
r’ ﬂrﬂ_r:> 7 _®
2V

Extrém: S’ —% 47Ir—— 0 ‘
r
Odtud: r:J% v=y/2

® Ovéreni extrému: S”" =47 + = 4V >0 = min

Zdver: Na valcovitou konzervu s objemem V spotiebujeme
nejméné materidlu, bude-li mit polomér podstavy

r= 3/2‘*/” avyskuv=s; 47;/ .
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10.6. NEURCITY INTEGRAL

B Pri feSeni fady fyzikdlnich, technickych i matematickych problémi zndme derivaci néjaké funkce v otevieném
intervalu a mame tuto funkci najit. Dany problém fesi integralni pocet zavedenim primitivni funkce a integrald.

Funkce F se nazyva primitivni funkei k funkci f na intervalu
(a; b), jestlize pro kazdé x € (a; b) plati: F'(x) = flx). [

2y
fry= %
B Kazdé dvé primitivni funkce F, G k funkci f na intervalu (a; b)
se lisi o realnou konstantu c¢: F(x) = G(x) + c.
Z toho vyplyva, Ze k dané funkci f, kterd ma primitivni funkci 0
F, pfislusi nekonecn€ mnoho primitivnich funkci. Jejich grafy
jsou ktivky, které vzniknou jedna z druhé rovnobéZnym posu- /
nutim ve sméru osy y.

zapamatuj si

Mnozinu vSech primitivnich funkci k dané funkci f nazyvame neurcitym integralem
funkce f a zapisujeme: f fx)dx = F(x) + c, pficemZ F'(x) = f(x), c € R.

Funkce f se nazyva integrand (integrovana funkce), x integra¢ni proménna, c integracni konstanta,
[integra¢ni znak.

B Funkece f, k niZ existuje primitivni funkce F, se nazyva integrovatelna. Kazda funkce spojita v otevieném
intervalu je v tomto intervalu integrovatelna.

B Urceni (vypocet) neur€itého integrdlu integral f(x)dx nazyvame integrovanim (integraci) funkce f.

B Na zakladé definice neurcitého integralu Ize ze vztah pro derivovani odvodit vzorce pro integraci funkei.
Vybér zékladnich integrald uvadi tabulka:

Vzorec pro neurdity integral Podminky platnosti vzorce
anlx:c X € (—o0; )

n Xn+l
fx‘ix:n+1+c neN, x € (—oo; )

r+1

[war=2ssc r€(=o; U (=1;00), x€(0;00)

1
f;dx=1n|x|+c x € (—o0; 0) U (0; o0)
'/‘e'xdx=ex+c x € (—o0; )
fa"dx:lﬁa+c ac(0; 1)U (1; ), x€(—o0,x)
fsinxdx:—cosx+c X € (—o0; )
fcosxdx:sinx+c X € (—o0; )

1
dx=tgx+c ( _DHZ. 2)

[ o=t xeU[@k-DF:k+ D) kez
f .12 dx=—cotgx+c XEU(kﬂ;(k+1)ﬂ) keZ

sin"x kez




T R T e

B Pro vypocet intregralll se uziva véta:

Jestlize funkce f{(x), g(x) jsou integrovatelné a jsou-li ¢ , ¢, libovolné konstanty, pak plati:

f[clf(X)+czg(X) —lef(x)dx+62 fg(x)dx

B 7 vySe uvedené véty vyplyvaji vztahy pro integraci:

fcf(x)dx:cff(x)dx f[f(x)+g(x) ff(x)dx+fg(x)dx

[ Napr. ]
12+1

25 _ _ _ 12 x Ay /oo X2
a) [B=V/0'de= [9-6/x+x)dx= [9dx—6 [x dr+ [xdv=9x-6- T 1+1+c 9% —dx/x+ 4,520

1+1 .
b) f(x—sinx+4ex)dx:fxdx—fsinxdx+4fe"'dx:fc_|_—1—(—cosx)+4<ex+c="22 +cosx +4ex+c, xR

o J@ +edv=[2davt [edv= 5 e xR

g [ g (30, i—’jdx+[ﬁdx=%f ax -1 [vav+ L [Lax

_3x 141 =3 Loyl veR {00
i1 73771 lnx+c i6 3 4In\,\\,,\ER 105
e)f (e -}-xz'%/E)dx:fx“dx+fx3~x“3dx:/x4dx+fxlmdxz%5 3,\1;./—+( AxZ=0

B Vzhledem k ndro¢nosti integracnich postupti naznac¢ime na piikladech jen pouziti zékladnich integra¢nich
metod — metodu per partes a metodu substitucni.

zapamatuj si
Z pravidla pro derivaci soudinu vyplyva integraéni metoda per partes (integrovani
po ¢astech): Maji-li funkce u(x), v(x) v otevieném intervalu J spojité derivace, pak
v tomto intervalu plati:/u (x)- v'(x) de=u(x) v(x)— fv (x)- u'(x) dx -

@I Integraci po &astech (per partes) urcete: a) f x*-e*dx b) f xX’cosxdx  ¢) f x - Inxdx
Reseni: Pomiicka: Pfi integraci metodou per partes integrace per partes u’ volime tak, aby vypodet u (integrace) byl
snadny, v tak, aby se vyrazy vypoc¢tem v’ (derivace) zjednoduSovaly napf. mocniny klesaly...
fxz-e*dxze’“-xz—Zfe’“-xdx = xi— 2[x-e"—f1<exﬂ]=ex~x2—2[x-e“—e"—i—c] =
pp-u=€—-u=¢& pp-# =€&—>u=¢
v=x}>v =2 v=x->v =1

=" x’—2x-e"+2e"—2c= (" —2x+2) ¢ +¢
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b)fx3-cosxdx=x3-sinx—3 fxz-sinxdx=x3<sinx—3[—x2-cosx+2fx-cosxdx ]:

p-p- ¥ =cosx—>u=sinx p.p.u =sinx >u= — cosx p.p- ¥ =cosx—u=sinx
v=x} - v =32 v=x? - V=2x v=x - V=1

=x"sinx—3 [—x2~ cosx + 2 (x-sinx — /sin~ xdx)] =’ sinx + 3x*- cosx — 6x- sinx — 6 cosx + ¢

2 2
- _(xlg_x 1 X X2t oA x
C)fx Inxdx = lnx dx—zlnx 2fxdx—2lnx 4+(,Ax>()

pp-w=x — U=
1
X

v=Inx-v = -

zapamatuj si

Substitu¢ni metoda pro vypocet integraltl vychazi z véty o derivaci sloZené funkce. Zavedenim nové
proménné ¢ prevedeme ptivodni integrovanou funkci proménné x na funkci, jejiz integrace je snazsi.

Plati: [ fls] g dx= [ fnyds, kde 1=g )

B Substitu¢ni metodu ilustruji nasledujici priklady:
@ Substitu¢ni metodou urdete: a) f sin(3x + 1) dx b) f v 2x +1dx

4
1+xxzdx d)fcotgxdx
a) Substituce: 3x +1=t=3dx=dt=>dx=73
fsin(3x+1)dx='/‘sint%=%fsintdt=—%cost+c=—%cos(3x+l)+ch€R
b) Substituce: 2¢ + 1 =¢= 2dx'= dt = dx = 4.

Pak pro x € (—1/2; o) plati:
f,/2x+ldx=fﬂ%:%ft“2dt:é g Pre=1/Qx+ 1) +cAre(=1/2 )

dt
c) Substituce: 1 +x’=t =2xdx =dt=>xdx =7
f14x dr=4 [14 =2l +c=2Inll+ w2+ c A xER

d) Substituce: sin x = ¢ = cosx dx = dt

fcotgxdx:f(s:?;;dx f%:lnltl-{—c:lnlsinxl—i—c’/\xERf{kﬂ}/\keR
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10.7. URCITY INTEGRAL

B K zavedeni ur¢itého integrilu vedla matematiky myslenka urcit obsah rovinného obrazce jako soucet obsaht
,hekoneéné malych* obdélniki, na které obrazec rozdélime.

B Pro jednoduchost predpokladejme, Ze obrazec je omezen osou x, pfimkami x = a, x = b a grafem funkce
Sf(x), ktera je v intervalu {a; b) spojitd, nabyva pouze nezapornych hodnot a ma na tomto intervalu primitivni
funkci F(x). PFi vypoctu obsahu obrazce postupujeme takto: Interval {a, b) rozd€lime na n intervald délek
d.d,,....d . Pro kazdy takovyto interval uvazujeme soucin jeho délky d,, s minimem m,, funkce na tomto
intervalu a soucin jeho délky d, s maximem M, na daném intervalu (viz obrazek).

)
v
r N/ VA
YERNGL y=r
m; M,
a d b x a d, b X

B Pro dané d€leni D intervalu {a; b) dostaneme dolni integrdlni soucet s, (f, D) = i}m,-d- a horni integrdlni
soucet S,(f, D) = iMidi . JestliZe n jde k nekonecnu a délky vSech intervalil jdolu:11< nule, pak oba soucty maji
tutéz limitu. Je{i lﬂodnota udédva hledany obsah obrazce a nazyva se urcity integral funkce f od a do b.
Zapisujeme: ff(x)dx = lim s,(f,D)= lim S,(f, D), a je dolni mez, b horni mez integrdlu, f(x) integrand (inte-

grovatelnd funkce ), fmtegracm znaménko.

B Pro praktické vypocty se uzivd Newtonuv-Leibniziv vzorec: f f(x)dx=F(b)—F(a)=[F (x)]
72

[ Nap. | a)fcosxdx:[smx]o = sm%—smO:l—O:l
0

b)fz<2

B Urdity integral Ize zavést i jinymi zpUsoby, rozsifit na funkce, které nejsou spojité atd. Praktické uziti ur¢itého
integralu ukazuji ptiklady.

10.8. APLIKACE URCITEHO INTEGRALU

Obsah rovinného obrazce A
a) Obsah krivocarého lichobéZzniku ohrani¢eného grafem }) y=F()
spojité nezaporné funkce f{x) v intervalu {(a; b), osou x
b
apfimkamix=a,x=bjeS=ff(x)dx. S
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b) Obsah obrazce ohrani¢eného grafy spojitych funkci f{x)
a g(x) (kde fix) > g(x) = 0 pro kazdé x € {a;b)

b
a pfimkami x = a, x = b (viz obr.) je S =f[f(x) - g(x)]dx.

c) Obsah obrazce ohrani¢eného grafem spojité funkce f(x),
ktera v intervalu {a; b) nabyva nekladnych hodnot, osou

_/bf(x)dx =—fbf(x)dx.

apfimkamix=a,x=bjeS=

Objem rotacniho télesa,
které vznikne rotaci kiivocarého lichob&Zniku kolem osy x

b
(vizobr)jeV =m f Fx)dx .

Obsah plasté tohoto rota¢niho télesa

b
je Q=27 [ f(0/T+ f(x)dx.

@I Urcete obsah plochy ohrani¢ené grafem
funkce f; y = &%, pfimkami x = 1, x = 2 a osou x.

Reseni: Z definice ur¢itého integralu plyne:

2 1P 44 4
S=[wdx=|%|=2 1 _15
/

4

Al S

EI Odvodte integralnim poétem pro vypocet

objem koule a poloméru . 8})

Reseni: Koule vznikne rotac{ vy3rafovaného polokruhu kolem
osy x. Hrani¢ni polokruZnice tohoto ttvaru je ddna
grafem nezdporné funkce: f: y =y r—x
b b
Tedy: V:ﬂf fz(x)dx=ﬂf(r2—x2)dx=
a x3 a

rx— 2

3

_ R I =’
=7 _r—ﬂ[r r—3—r(—r)+ 3

VA
y=f(x)
> Y=g
0 a b X
VA
9 a b _
0 X
y=f()
VA
>
0
y fry=x°
8
>
S
0 1 2 X
f:y=\/m2
a=-r S b=r X
:%ﬂﬂ

GRAOVENT 181



y
o
I Urcete obsah plochy omezené parabolami 3] |
Y¥=9 a y=x"—4x+6. 9 y=x2-Ax+6
Reseni: Z rovnic parabol dostavdme funkce f: y = /9x o ] V-

ag: y=x>—4x + 6. Integraéni meze a, b jsou dany
priseciky téchto kiivek. ReSenim soustavy rovnic y*> = 9x a y = x? — 4x + 6 dostaneme

a=x, = lab =x,= 4. Pak plocha omezena parabolami mé obsah:

S= [ (@ -g@)di= [(/x—x+dx—6)dv=[2x/x ~1/3- 2"+ 22— 6] =5

T Odvodte vztah pro obsah plasté rotacniho kuzele

s polomérem podstavy r a vyskou v.

Reseni: P1ast kuZele vznikne rotaci dsetky AV kolem osy x.

Integracni meze jsou @ = 0, b = v. Funkce f, jejiZ graf

urluje rotaéni kuzel, je fy=kx+g= fiy= %x

b v !
N v (ox T E e anr (P2 i
Tedy.Q—Zﬂ/f(x) 1+f(x)dx—27[0fv x 1+V2dx—27zv‘/70fxdx_

21" B
e R e L
v b v
YA
14 y=sin x
S
I Vypodtite obsah plochy omezené grafem funkce 5 ps BT >
fiy = sin x, piimkami x = 7/2, x = 37t/2 a osou x. 9 :
Reseni: Plocha ma obsah:
a 3n/2
S=85+8,= fsin xdx — fsin xdx =[—cos x[} ,— [~ cos x| =
72 7

=—cosm+coszm/2+cos3n/2—cosm=1+0+0+1=2
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Fyzikalni aplikace
4
a) Draha pfimo¢arého pohybu, jehoZ rychlost je v = w(t) je prot €5 1,) s = f v(®)dt.
4

b) Prace vykonana silou F = F(x), ktera posune téleso po pfimé dréze ve sméru osy x z bodu a do
b

bodu b je: A= [ F@)dx.

EFT Urcete praci, kterou je tfeba vykonat pfi pfemisténi télesa o hmotnosti m z povrchu Zemé (hmotnost M,
polomér R) do vysky h, povaZujeme-li gravitacni pole Zemé za homogenni.

ReSent: Podle Newtonova gravitatniho zakona pisobi na t€leso v gravita¢nim poli Zemé sila F = » 2, kde

% je gravitacni konstanta, x vzdalenost télesa od stfedu Zemé. Pfi pfemistovani télesa z povrchu Zemé
(x = R) do vysky h (x = R + h) se vykona prace:

Rih M Rtk R+h 1 1
T e B
mM*~ X o ST M}JX B X g = wmM R+h RI|=
" R(R+h)

10.3. Vypocitejte:
Ccvicen IO o
. 2sinx
10.1. Vypoditejte: a) lim =2
)
lim (2 — 2 + 1 . sin“x
a) lim (* = 2x +1) b) lim =5 3
. (x4+1)2 . sin x +sin 2x
lim 55 ol St s 20
. Inx+e
c)!(l{r} 2x

10.4. Vypocitejte:

10.2. Vypoditejte: a) lim, costgx—_mln .
X +5x+6 . 2sin x-cos® x

1
). 342 b)xlirzrz}z 1+ cos 2x

2 .02 2
b) lim x +2x—12 o lim sin” x + cos x.+cotgx
x--4 2x" 4+ 8x x——7/4 cos X + sin x

o) lim ——2X

=0 /x+16—4 105

. Vypocitejte prvni derivaci funkce v libovolném
bodé jejiho defini¢niho oboru:

10.3. Vypocitejte: a) fiy=3x"-4x+2

b) ffy=S5sinx—2cosx

o) ffy=5+4-¢

i x d) fy = Slnx — Tlog x

b)lxlznov e)f:yzy—i-l

f) fiy=cotgx+ 3tgx

. 2sin x
lim ===
a)x—() X

¢) lim sin x + sin 2x
x—0
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10.6. Urcete hodnotu prvni derivace funkce f v bodé€ x;:

Affy=x-CcosxAx, =7

2
b) fry=5tlAg =1

10.7. NapiSte rovnici te¢ny ke grafu funkce

., — Sinx —cosx v .
fy= sinx +cosx " bodé T [7/4; 0].

10.8. Urcete lokalni extrémy funkci:
2
X
a) fry=
) fy 1—x

b) fiy=In(1—-x"

Crest I

<ixia. (i COS2x —1
10.1. Vypoctéte: 1111(1) e

3
10.2. Vypoctéte: limx4—_]
-1 x"—1
2

%ex . 4—x
10.3. V téte:  lim ——>—
ypoctéte:  lim ——

2
10.4. Vypottéte f/(—1), je-li f: y = —X—
(x—2)

10.5. Napiste rovnici te¢ny ke grafu funkce

s 2x—1 < A,
f'y_—1+x vbodé T[-2;y,]
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10.9. Uzitim derivaci urcete intervaly, ve kterych je
dan4 funkce rostouci a ve kterych je klesajici.

a)fy=x>+3x-9% c)y=%+x
b)ffy=sinx+cosx d)ffy=e*-x*
10.10. Vypoctéte:

o f[/5-%+ 7

3 xz
3
b)l_xzdx

Inx
dx d)dex

e)fx<cos3xdx

x
c)f(l—x)sdx f)fsinzxalx

10.11. Urcete objem télesa, které vznikne rotaci
2
X

kuZelosecky y =1— >

Ax €(—1;1)kolem osy x.

10.6. Urcete hodnotu druhé derivace funkce

fy=4sin® (%) -cos’ (%) v bod& x, = 7/4

10.7. Urcete lokalni extrémy funkce f:y = % “In x

10.8. Cislo 16 rozloZte na dva s¢itance tak, aby jejich
soucin byl maximalni.

72

10.9. Vypoctéte: f4 sin % cos %dx

/4

10.10. Urcete obsah plochy omezené grafy funkci
fy=xagy=-—x



1.1.

1.2.

Zavér:

a) T1A: Nesviti slunce. (Neni pravda, Ze sviti slunce.)

b) 1B: Existuje alespoii jeden Zdk, ktery neni pilny. (Aspoii jeden Zak neni pilny.)
¢) "1C: Plati nejvyse jedno, nebo aspoti tfi tvrzeni.

d) 71D: Existuje asponi jedno sudé prvocislo.

e) 71E: Neexistuje pravouhly rovnoramenny trojihelnik.

a) Vsechna pfirozend Cisla jsou nezdpornd.

b) Pro kazdé celé ¢islo plati: Je-li toto ¢islo sudé, pak je suda i jeho druha mocnina.
c) Existuje realné ¢islo x, pro které je hodnota cos x rovna jedné.

d) Existuje komplexni &islo x, pro které plati x> + 1 = 0.

Veéta: Je-li trojuhelnik rovnostranny, pak je také rovnoramenny ... plati
Véta obracena: Je-li trojahelnik rovnoramenny, pak je také rovnostranny ... neplati
Véta obménéna: Neni-li trojihelnik rovnoramenny, pak neni rovnostranny ... plati

Véta negovana: Trojihelnik je rovnoramenny a neni rovnostranny ... neplati

a) Primy ditkaz: Podle pfedpokladu véty je n Cislo liché, tzn., Ze platin = 2k + 1, kde k €N,
Odtudn-1=(n? + 1) (ni*= 1) = (4k* + 4k + 2) (4k* + 4k).
Po tpravé n*-1 = 2(2k* + 2k + 1) - 4k(k + 1). Odtud n*-1 = 8(2k* + 2k + 1) (k + D k.

JelikoZ jedno z &isel (k + 1), k je jist€ sudé, je soucin 8(2k% + 2k + 1) (k + 1) k d&litelny 8 i 2, tedy 16.

Odtud plyne platnost dokazovaného tvrzeni.
b) Neprimy diikaz: Ekvivalentni obm&nénou vétu Vn € N: 8n = 2|n® dokdZeme pfimym dikazem
8ln=>3kEN:n=8k=n’=Bk)P=>n*=512=>n*=2-256-k*=2In*c.b. d.

¢) Diikaz sporem: Pfedpokladame platnost negace: 3 n € N: 2In A 2tn®. Pomoci fetézce implikaci dosp&jeme ke sporu:
2ln =3Ik EN: n =2k=n*=8k* =2 4k* = 2In® (SPOR) Negace vZdy neplati, proto plati véta piivodni.

a) L krok: Pro k = 1 véta plati, nebot L(1)=1
P)=1>= 1} -
IL. krok: Existuje aspoii jedno takové k€N, Zeplatil + 3 + 5+ ... + (2k-1) = *
Mime ovéfit, zdaplatil +3 + S+ ... + @k + D [2(k + 1)-1] = (k+ 1)
Upravime levou stranu a porovname se stranou pravou:

L=14345+.. +Qk—D+2k+1=k*+2k+1=(k+1)* L_p
P=(k+1)?

Zavér: Plati: VneN:1+3+5+ ...+ (2n-1) =n?

2
b) I krok: Pr0k=1vétaplati,neb0t'L(1):ll__3:%
LA+ _ 2 _1

22-1+41) 2373
L

L=P
P)=

4 K _k(k+1)

2
II. krok: Existuje aspoii jedno takové k € N, Ze plati 13 + 3.5 +...t k- k+D _2(+D)"

Mame ovéfit, zda plati:

14 K2 _ k(k+1) 2+ D[k+D+1]

113735777 (2k—-D@k+D) [2Ck=D][2Qk+D] " 2[2Gk+1)+1]

=1 .4 . K e GetDP  kGHD k4D kDK 2D
137357777 2k=D@k+1D) " [2k+1][2k+3] " 2Qk+1) " Qk+1D(2k+3) 202k +1)(2k +3)

Gt DKQk+3) +2(k+ D] _ k+D K +2) Qk+D _ (k+1) (k+2)

2(2k+1)(2k+3) 202k+T)(2k+3) ~ 2(2k+3) L=p
pok+DIG+D+1]_ k+D(k+2)
T O2R2G+D+11 T 2(2k+3)
2

ot 1.4 n _nn+1)
PlaivreN T3+ 35+ @@t D  2n+2)
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1.6. U={1;2;3;4;5;6;7;8;9; 10} U
A=1{3;6;9}
B ={1;2;3;4;5;6} A B
C={2;3}
AUB={1;2;3;4;5;6;9) W
ANB={3;6} x/
ANBNC = (3} w x8
A, =1{1;2: 45,6, 7; 8; 10} c 10
B-A=1{1;2;4;5}
1.7. Jedné se o de Morganova pravidla, ktera plati.
1.8.  Odznaky sbird 12 sbérateli, pohlednice 9, jen zndmky 6 a 14 nesbira ani znamky, ani pohlednice.
1.9. a) nelze zapsat intervalem A
0123 45 6 78 910
/
L=CLY) : | 18 ——
3-2-101 23 45 67
Io=(0:5) I
01 2 3 45 6
Crest ¥
1. d L7oe
12 R 18. d
13.  bd " ;10={1:2;3;4;5;6;7;8};A={2;4};Au={1;3;5;6;7;8}
14. ¢ 1'1'0 def
15, ¢ UG
1.6. VYneN:2n’=2in

PouZijeme nepiimy dikaz. Obména véty: Vn € N: 2|n = 2|n>.
Ditkaz obmény: 2ln =3 k€N:n =2k = n? = (2k)>=>n? = 4k> = n2 = 2k)’ > n? = 2k* = 2jn*c . b . d.
e

Protoze plati véta obménéna, plati i véta ptivodni. k

2

2.1, a) (568),=5-10>+6-10'+ 8-10° = 568 2.4.  a)n(15;20) = 60
b) (1101),=1-2°+1-2240-2'+1-2°=11 b) n(8; 60) = 120
c) (A5),=10-16"+5-16°=165 c) n(12; 280) = 840

20,1

2.2.  a) MMDLXXIX 25 a55=l35
b) MDXXIV o4 1
¢) MMMMCCLXIII b)33=173

23. a)D(15;35)=5 2.6.  2)0,6=0,67
b) D(150; 200) = 50 b)5,83 =580

¢) D(284; 524) = 4
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2.7. a)a:¥+i5‘§§ b)b=—/2i 2.10. (1+i)5:[ﬁ(cos7l/4+isinﬂ/4)]5=
2.8.  a)a=5(cos /4 +isin7m/4) =2/2(cos 57t/4 +isin 57/4) =
b)b=1-(cos 7m/4 +isin 77/4)
:2ﬁ(—§—@i>:—2—25
29. a)5+3i b)1+5i
2. 1.
c)10 + 5i d3t3!
rese B
2.1.  MMCMLXXIX 26.  (1011),=1-2°+0-22+1-2'+1-2°=
22, d =8+2+1=(11),
2.3.  D(455;364) =91 n(455; 364) = 1820 27. ¢
. 7141
2.4. T7 i 28 £=lg
25 L=2,83=283 29. ¢
2.10. a,d
[ Cviceni Kl
31 2360 b2 ¢)1 d)8l 310 pe(©; )u; 8
3
3.2 a)% b4 0,02 dF 311 aK=@ b)K={3} ¢ K={18}
33 a)/7T b)w2T o5 d)2 312 aK={-1;5} B)K={1;2} )K=(-T;1)
34  a)3/2 b-1+/3 ©2 d)/3-/2 313 a)K={[0;-1]} b)K={[2;-1;-2]}) c)K={[6;8]}
35 @)y b)%;? 022 g 314 o K={-ii-1;1) bK={3+1i]
y
36  a@E-TE+11) b)(2x-1)2x-3) 315 wk={-121 wk={-3-3%2
OxE+TEx—6) d)x(x—3)x + 3)(x—3i)x + 30) 316 a)K=(—o;1) b)K=(=5;2) ¢)K=(=5;2)
37 ax b)x/fy 317 aK=@ bK=(5;0) c)K=(0;2)
38 aKk={2} bK={1}0)K#@
3.9  a)K={0;4} b)K={-25;+25}
) K={-6;2} d)K={2;—-4}
[ Test E
31 27 36  K={-3}
3215 3.7 K={-2i2i-2;2}
3.3 c 3.8 K= (—o0; —1)
34 ¢ 39 K=(1;3)
35 (x—2)x+8) 310 pe(24)
[cviceni I
41 0f0=4.aha>0 43 0;00) b)(1;2)U (2 R-{km} AkEZ
bfS=a2Aa>0 4-4 a)(_»;‘jz 5)(-;2) (_;‘;‘;)6 c) R—{km}
& fr=g-/3na>0 PRI ey
4.5 Ly=3—3 DFf") =(-2;16), HF") = (-1;
42 a)D( = (=2; 1,5), H = {1,5}, af 373, D¢ =(=2;16). H{f") = (-1, 5)
neni sud4 ani licha, je omezena b)f ™ty =ex +2,D(f") = (0; 00), Hf ") = (2; )
b) D(f) = (—1; 1,5), H(p) = (=23 2), 46 SW) = [(a-dx=1f
neni suda ani licha, je omezena 0
4.7 Grafem je rovnoosa hyperbola se sttedem § [—-2;—1].

¢) nejedna se o funkci
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4.8 a)ac€(0;1) blae(0;1) c)ac(—;1) 411 a)K={10"310*} b)K={1}
4.9 a)K={5/2} b)K={1} o)substitice9x =y, K={-3/2;32} 4.12 ) P[1;30] b) P,[10;1000], Pz[ﬁ ;1 000 000]
410 a)x€(-1;000K={99} b)K=@ c)K={-2}
s
41  fir=al2Aha>0 46 b
42 fiy=%H1TA(-43), D(f) = (~4;3), H(H) = (- 1;3) 47 ae@©l)
4.3 a,c,d,e 4.8 [—2:4]
4.4 b, c 4.9 D(f) = (—2; =)
45  xe(-1;0)U(l;®) 410 x=3
[ cviceni B
5.1 45°;300°; 126°; 132°; 390°
5.2 180°; 57°17°'44,81""; 286°28'44"; 5729°34'40"; 81°1'42,49"”"
5.3 7l5; Tr/12; 137/15; Tml4
3
5.4 sina=cos/3=%;tga=ootgﬂ=z
. 4 4
sinf = cosar = 5 ; tgf = cotgar =3
5.5 @ = 37°58'48"
5.6
-
y
1
or————0
f f f f
27 - 0 b3 2 X
o——m—mm———— o -1
5.7 Vztahy plati. 511  a) K= {km; m/4 + 2km; 37l4 + 2km; 5S7l4 + 2km; T/4 +
5.8 a) 7/6; 57/6; 17l6; 11716 + 2km; ke Z}
b) 37/4; T7/4 b) K = {k-/2; ®N2 + kzt; 572 + ks k €Z}
c) /4, 37l4; 57/4; Tl4 OK={ZA+kn; 7+ k- kEZ}
59 a) K = {27/3;47/3} OK={ml4+kn; 7+ km; k€Z}
b) K = {27/3; 47/3} 512 a=53°10"; B =59°30"; Y = 67°20’; § = 84 cm?
510 a)K={k-mwAkeZ}
2
D) K = {73 + km: 53" + km AkEZ)
5
5.1 b,c 5.6 a
5.2 a,c,d 5.7 b
53 b, d 58 x=7A+knl2AkeZ
5.4 b 5.9 x € (0; 7£/6) Pozor! Pro x = 0 neni funkce kotangens definovana.
5.5 c 5.10
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Cuceni I

6.1 45°, 60°, 75° 6.5 al2
6.2 60° 6.6 90°
6.3 1.AAPS; P je pata vySky zA nac,lAS | =1t 6.7 (3

:Cl=>ca~cb=v2

IAPI = v, IL APS| = 90°
2.T; TEAS, NATI = 2/3¢,
3.k k=(T,r=2/3t)
4 AAESSTNE
5.C;Ce«SPAISBI=ISCl
6. AABC

6.4  Napt./7=/2-35

W A

6.8 044 %

,f\ 6.9 6:7

6.10  asi 1592 km

Vv 6.11 25/2m

6.12  Konstrukce vychazi z podobnosti (stejnolehlosti)

e:3./ﬁcm,f:./ﬁcm

3’5 6.13 d=75cm
3
614 V :3%

[ Test [
6.1 30°, 45°, 105°
6.2 t =c2=c=5cm,
o =90°- B =30°,
a=c.sind=>a=25cm

63  napi./5=/51

64 1=5/3

6.5 Piimky jsou rliznob&Zné (protinaji se ve stfedu krychle).
6.6 48

6.7 60°

6.8 12:27: 37
6.9 Reseni vychazi ze stiedové soumérnosti:
6.10 547 cm?

[cviceni 1

71 au =(=53)% bv =4 w =(-4T);
d)s =(=13;-6); e)u v =17

72 U Xv=(—422)
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7.4

a) P[-7/4;5/4] r:6x-2y+13=0

7.5 4j
7.6 mimobézky (prisecik neexistuje)
7.7 A[0; —3], B[—3; 3], C[3; 0]
k=x*+y*+x-y-12=0
7.8 4x2 + 25y* — 40x + 100y + 100 =0
79 S[-3;4], V[-2;3], ISV|= /2j
7.10  T,[5;3]. T,S;—3]
t,=5x-3y-16=0
t,=3x-10y+15=0
a =42°20'12"
711 gq=-4vg=2
712 8[0;0;0] r=/14
r@2+y+2=14
T:x+2y+3z2-14=0
CI1:-7]
7
7.1 d 7.6 b,c
7.2 a,d 7.7 a=b=9
73 ad 7.8 8,[0;2]; 5,[0; 01; IS, S,| = 2j
74 »2+y-2=0 79 Bod T je vrcholem paraboly £y = —2 je vrcholovi te¢na.
75 ace, 7.10  S[2;1],¢,d
s
8.1 {1; 3; 5; 7, 9...} nekone¢na rostouci aritmeticka posloupnost 8.6 a =2a,=17s=57
8.2 Rekurentni uréeni geometrické posloupnosti 8.7 q=2,a,=96nebo g =—2,a,=—96
a.=2-anra =1n€{l;2...6} 8.8 24 cm?
S64:1'&:26471 8.9 Za 10 let.
2-1 8.10 a)3/2 b) -1 00
8.3 {=1:5-717;-31...} 8.11 a)s=2, b)diverguje, c)s=1
8.4 Posloupnost je rostouci i neklesajici, omezena zdola. 812 a) {6}, b){kEAkEZ}, © {_ g}
8.5 a) aritmeticka posloupnost s, = %(1 +50)=1275 313 2325 314 o
( 1 )50_ | A3 95550 P o3
b) geometricka posloupnost s, :% 21 | =1- 8.14  7m’
2
s
3.1 aed 8.4 a 8.7 5/4 8.10 32m?
32 c 8.5 29. den 8.8 1
33 18 8.6 1480 8.9 4/9
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 Cviceni B

9.1 a) V(6) = 360; b) V,'(6) = 6¢ = 1296 98 a)K={4); b)K={6}); o) K={28}
9.2 5 9.9 260
9.3 15! 9.10 x=1,4,mod(x) =1
9.4 C,9) =84 911 25%
9.5 924 9.12 48 600 mm?
96  T22% 913  86kg
9.7 5 9.14 n=8
.
9.1 24 9.7 n=12
9.2 2.41=48 9.8 1,765 % |
93 10 99 _ 11
94 61=1720 x=L5 121
95 24 1331
9.6 2400 9.10 K={12}
10
101 24 b)52 e c) rosle‘ prox € (—oo; — 1) a(1; c0),
102 a-1; b)78; ¢ 16 Klesd pro x € (~1;0)a (0; 1)
103 22 DS o3 d) roste pro x {0; 2), klesé pro x € (—oo; 0) a (2; )
104 0/2/2; DL 0-/2 10.10 a) %/?—21nx+15./§+c/\x>0
105 a)y'=15x4-4Ax€ER

b)y’ = 5cosx + 2sinx AxER b) —%ln|1—x2|+c/\x€R—{il}

)y =5xIn5+4-&AxeER

d)y’zg—ﬁAxeR* c) —%(1—x)f’+c/\xeR

e)y =3lnxAxER* )

f)y=—» 43 AxeR—{k-7m/2}rkeZ d) me+ch>0

sin’x  cos’x
106 a)-1; b4 o)-1 X 1
107 y=x— 7 e) §51n3x—§cos3x+c/\xeR
10.8 a) minimum v bod€ x = 0, f{o) = 0 maximum v bodé x = 2, H X —sinx — cosx +CAXER
)= -4 PR

b) minimum v bodé x = 0, o) = 0 10.11 V=2-ﬂf(1—x7z)dx
10.9 a) roste prox € (—oo; —3) a(1; o0), klesd prox €(—3; 1) 0

b) roste pro x € (—37/4 + 2k7r; /4 + 2k7T) A k € Z, Klesd

pro x €(—7m/4 + 2k7; 57/4 + 2kTY Ak EZ

10
101 -172 e 1
102 34 10.7 v bodé e lokdlni maximum [e; ¢ ]
03 —g 108 }65=8+8
104 —4/27 1097+
105 y=3x+11 10.10 609
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REJSTRIK

A

algoritmus Euklidiv 24
alternativa 9

analytickd geometrie 116
aproximace 28
asymptota 134

axiom 12, 89

B

binomicka rovnice 45
binomicky rozvoj 156
bod dotyku 136

bod inflexni 175

bod koncovy 118

bod nulovy 59

bod pocatecni 118
bod samodruzny 100
bod vn&jsi 133

bod vnitini 133

C
cifra 22

C

¢ast komplexniho ¢éisla 28
cetnost absolutni 162
Cetnost relativni 162
Ciselnd soustava 22
Cislacela 25

¢isla imaginarni 28
Cisla iraciondlni 28
¢isla komplexni 28
¢isla nesoudélna 25
¢isla opacna 26

Cisla pfirozend 23
¢islaraciondlni 26
Cislaredlna 27

C¢isla slozend 24
Cislice 22

¢leny polynonu 34
¢leny binomického rozvoje 156
Ctverec 96, 152
¢tytuhelnik 96
¢tytuhelnik te¢novy 97
¢tytuhelnik tétivovy 97

D
definice 13
deltoid 97
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derivace funkce 170, 172
délitelnost 24

diagram kruhovy 162
diagram mnoZinovy 16
diskriminant 39

dopln€k mnoziny 16
dikaz matematické véty 14

E

elipsa 130, 133
excentricita 133
exponent 32, 68
extrém globalni 174
extrém lokalni 173

F

faktoridl 154

funkce exponencidlni 63, 64
funkce elementarni 169
funkce goniometrické 73,75, 77
funkce inverzni 55
funkce klesajici 172
funkce kvadraticka 57
funkce licha 54

funkce linearni 56
funkce logaritmickd 64
funkce lomena 62
funkce mocninna 60
funkce omezena 54
funkce periodické 54
funkce polynomickd 56
funkce primitivni 177
funkce prosta 53
funkce racionalni 62
funkce rostouci 172
funkce slozena 66
funkce spojitd 55, 172
funkce suda 54

G

graf funkce 53, 56, 57, 60, 61,
62, 63, 64, 66,78, 175, 177

goniometrie 71

H
histogram 162

hodnota absolutni 27, 28, 41
hrana 113

hranol 112

hyperbola 134, 139

CH
charakteristiky polohy 163
charakteristiky variability 164

I

identita 100
implikace 8, 13, 14
integral 177, 180
intervaly 20, 41

J
jednotka 28, 161
jehlan 112, 121

jevjisty 158
jev ndhodny 158
jevnemoZny 158

K

koeficient algebraického
vyrazu 34
koeficient binomicky 156
koeficient korelace 165
koeficient variacni 164
kolmost 116, 120, 122
kombinace 155
konjunkce 9
konstanta 56, 177
kontradikce 9

kofen rovnice 37
kosinus 73, 75,79
kosinusoida 77
kosoctverec 97
kosodélnik 97

kotangens 73, 75,79

koule 114,142,181

kruh 131, 139

kruznice 106, 131

krychle 111,112

kuzel 113,182

kuzelosecky 13, 131, 133, 134,
136, 139

kvadr 112

kvantifikiator 10
kvocient 146

L

lichobéznik 97
limita 148, 168
logaritmus 64, 170



M

maximum

median 163, 165

mez integralu 180
mezikruzi 99
minimum 56, 57, 60, 173
mira obloukova 71
mira stuptiovd 71
mnohostén 111
mnohotdhelnik 98
mnoZzina 15,17, 20, 23
mocnénec 32

mocnina 32

mocnitel 32

modus 164, 165

N

nasobek 25
negace 8,9, 11
nerovnice 47
nerovnost 47

(0]
obdélnik 96
oblouk 99

obor defini¢ni 53, 56, 57, 60, 61,

63, 65, 174

obor hodnot 53, 56, 57, 60, 61,
63, 65, 174

obory Ciselné 23

obraz 100

obsah 92,95, 97, 98, 99, 100,
180, 182

obvod 92,97, 98,99, 100

odchylka 109, 121, 124, 130

odmocnina 32

odvésna 73

ohnisko 133, 134, 136

okoli bodu 168

osa 102,133,134,163

otoCeni 10

P

parabola 57, 136, 139
parametr 43, 122, 127, 136
perioda 27

permutace 154

planimetrie 89

plast 112

plocha kulova 113
podobnost 104

polomér 99, 113
posloupnost 145
posloupnost aritmetickd 146
posloupnost geometrickd 146
posunuti 100, 102

povrch télesa 112
pravdépodobnost 158
prubéh funkce 174

prinik 17

prvocislo 24

pfepona 73, 94

pfimka 89, 122, 126

R

radian 71

rameno 72

rovina 89, 116, 127, 128
rovnice 32, 37,53, 58, 66, 82
rovnobéZznik 96

rozptyl 164

rozvoj binomicky 156
riznob&zky 118, 124

R

fada aritmetickd 150
fada divergentni 150
fada harmonicka 150
fada konvergentni 150
fada nekonvergentni 150

S

secna 100

shodnost 100

sinus 73,75

sinusoida 76, 77
sjednoceni mnozin ?
smérnice pfimky 122
soubor statisticky 162
soucin skalarni 120
soucin vektorovy 120
soumérnost osova 102
soumérnost sttedova 101
souradnice bodu 122
soufadnice vektoru 120
soustava souradnic 116
statistika 162
stejnolehlost 105

stted 92, 131, 133, 134
stupenn 71

T

tangens 73,75
tangentoida 77
tautologie 9

tétiva 99
trigonometrie 84
trojuhelnik 84, 92, 108

U

thel 90,91, 92
uhlopficka 112
umérnost 56, 62

ase¢ 114

useCka 122
usmérniovani zlomka 34
dtvar 99

v

valec 115

variace 154

vektor 118,119, 120
véta 12,13

vrchlik kulovy 114
vyrok jednoduchy 8
vyrok kvantifikovany 10
vyrok sloZeny 8

vzorec Herontiiv 93

V/

zaklad logaritmia 64
znak statisticky 161
zobrazeni 100, 104
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